Kosztolanyi Jozsef
Kovacs Istvan
Pintér Klara

Urban Janos
Vincze Istvan

Matemati

tankonyv

Tizenharmadik, atdolgozott kiadas

Mozaik Kiadd — Szeged, 2012



, eny!
B Oﬂ/o-osarer‘@edme
AKAR U2

@ s

3500
4000 Ft

Megfelelnek-e a kirakat
arcédulai a reklamfeliratnak?

Abrézoljuk csaladonként
a fil és lany gyerekek
szamat oszlopdiagramon!

KOMBINATORIKA, HALMAZOK

1. Mi mit jelent a matematika nyelvén?

A hétkdznapokban is gyakran sziikségiink van arra, hogy adott szove-
get pontosan értelmezziink. A kot&szavak latszdlag kis eltérése is tel-
jesen mds értelmd mondatot eredményezhet.

1. példa

Egy utazasi iroda tajékoztatojabal kihagytuk a ,legalabb” és a ,legfeljebb”
szavakat. Potoljuk a hianyzo szavakat, és értelmezziik a mondatokat!

LA replilégépre .......... egy darab .......... 15 kg tdmeg(i csomag adhato fel,
kézipoggyaszként egy .......... 10 kg tdmegli csomag vihetd fel az utas-
térbe. A repiil6 indulasa el6tt .......... egy oraval be kell jelentkezni. Az uta-
zashoz rendelkezni kell elegendd koltopénzzel, .......... napi 30 eurdval.”

Megoldas

A repiil6gépre legfeljebb egy darab legfeljebb 15 kg tomegi csomag
adhat¢ fel.”

Azaz a feladhat6 csomag darabszdma (d) 1 vagy anndl kevesebb:
d <1, tdmege (m ) pedig 15 kg vagy annal kevesebb: m, < 15 kg.

,Kézipoggyaszként egy legfeljebb 10 kg tomegii csomag vihetd fel
az utastérbe.”

Azaz a kézipoggydsz tomege (m,) 10 kg vagy anndl kevesebb lehet:
m, < 10 kg.

,»A repiil§ induldsa elétt legalabb egy draval be kell jelentkezni.”
Azaz a bejelentkezés és a repiil6 induldsa kozotti id6 (¢) 1 6ra vagy
anndl tobb: 7 > 1 h.

,»Az utazashoz rendelkezni kell elegendd koltGpénzzel, legalabb napi
30 euréval.”
Azaz a napi koltépénz (k) 30 eurd vagy anndl tobb legyen: k = 30 eurd.

2. példa

Ot csalad fiu és lany gyerekeinek szamat [ Csalad | Fid gyerekek  Lany gyerekek
tablazatba irtuk. Ennek alapjan soroljuk fel, Szama Szama
melyek azok a csaladok, amelyekben: A 0 2

a) minden gyerek lany, B 1 3

b) van fii gyerek, C 2 0

¢) nem igaz, hogy minden gyerek lany, D 1 1

d) nem igaz, hogy van fil gyerek. E 0 4

Megoldas

a) Minden gyerek ldny = nincs fid: az A és az E csalddban.

b) Van fia gyerek: a B, C és a D csalddban.

¢) Nem igaz, hogy minden gyerek lany: a B, C és a D csalddban.
d) Nem igaz, hogy van fid gyerek: az A és az E csalddban.



Eszrevehetjiik, hogy az a) és d), valamint a b) és c) éllitdsok ugyan-
azokra a csalddokra érvényesek.
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Valéban, a kdvetkezd allitdsok ugyanazt jelentik:

d) és a) a ,,Van fid gyerek.” kijelentés tagaddsa:

Nem igaz, hogy van fii gyerek. = Minden gyerek nem fid. = nem igaz, hogy van olyan =
= Minden gyerek lany. = mindre nem igaz
¢) és b) a ,,Minden gyerek lany.” kijelentés tagadasa:
Nem igaz, hogy minden gyerek ldny. = Van olyan gyerek, nem igaz, hogy minden =
aki nem lany. = Van fid gyerek. = van olyan, aki nem

Ha egy kijelentés igaz, akkor a tagaddsa hamis, és ha egy kijelentés
hamis, akkor a tagaddsa igaz.

Egy kijelentés tagaddsdnak a tagaddsa pontosan akkor igaz, mint
az eredeti kijelentés.

3. példa
Mely képekre |gazak a kijelentések?

]

a) Esik az eso és fuj a szél.

b) Esik az es@ vagy fuj a szél.

c¢) Nem esik az es@ és nem fuj a szél.
d) Nem esik az es6 vagy nem fuj a szél.

||| Hl!ilnll

Megoldas (a)
Az 1. képen Esik az esd és fiij a szél. 1gaz a kijelentés.

A 2. képen nem esik az esd, a 3. képen nem fuj a sz€l, a 4. képen az esG
sem esik és a sz€l sem fUj, igy a 2., 3. és 4. képre a kijelentés hamis.

Megoldas (b)
Az 1. képen az esd is esik és a sz€l is fuj, a 2. képen fUij a sz€I, a 3. képen
esik az es@, igy ezekre igaz, hogy Esik az esé vagy fiij a szél.

A 4. képen az esd sem esik és a szél sem fij, erre a képre a kijelentés

hamis.

Megoldas (c)

A Nem esik az esd és nem fiij a szél kijelentés a 4. képre igaz, a tobbire
hamis.

Lathatjuk, hogy ez a kijelentés éppen az Esik az esd vagy fiij a szél
kijelentés tagaddsa:
Nem igaz, hogy esik az esd vagy fUj a sz¢El. =
= Nem esik az esG és nem fUj a szél.



dél van = siit a nap

siit a nap = dél van

nincs dél = nem siit a nap

| KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Megoldas (d)

A 2. képen nem esik az esd, a 3. képen nem fij a sz€1, a 4. képen az esd
sem esik és a szél sem fuj, igy ezekre igaz, hogy Nem esik az esé vagy
nem fiij a szél.

Az 1. képen az esé is esik és a sz€l is fuj, erre a képre a kijelentés hamis.
Ez a kijelentés éppen az Esik az esd és fiij a szél kijelentés tagaddsa:

Nem igaz, hogy esik az esé és fuj a szél =
= Nem esik az es§ vagy nem fUj a sz¢él.

4. példa
Mely képekre igazak a kijelentések?

CEA| BEA | A | £
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a) Ha dél van, akkor siit a nap.

b) Ha siit a nap, akkor dél van.

¢) Ha nincs dél, akkor nem siit a nap.
d) Dél van, és nem siit a nap.

Megoldas (a)
Az 1. képen dél van és siit a nap, a kijelentés igaz.

A 2. és a 4. képen nincs dél, akar siit a nap, akdr nem, a Ha dél van,
akkor siit a nap kijelentés igaz.

A 3. képen dél van, de nem siit a nap, a Ha dél van, akkor siit a nap
kijelentés hamis.
Megoldas (b)
A Ha siit a nap, akkor dél van kijelentés az 1., 3. és 4. képre igaz,
a 2. képre hamis.
Megoldas (c)
A Ha nincs dél, akkor nem siit a nap kijelentés az 1., 3. és 4. képre
igaz, a 2. képre hamis.
Megoldas (d)
A Dél van, és nem siit a nap a 3. képre igaz, az 1., 2. és 4. képre hamis.
Ez éppen az a) kijelentés tagadasa.

L R R 2
A Ha délvan, akkor siit a nap Aallitas

megforditasa
a Ha siit a nap, akkor dél van Allitas.

A Ha siit a nap, akkor délvan Allitas
pontosan ugyanakkor igaz, mint
a Ha NINCS dél, akkor NEM siit a nap allitas.



Az allitas és a megforditdsa egyszerre pontosan ugyanakkor igaz, mint
a Délvan, akkor és csak akkor, ha siit a nap.

A Ha délvan, akkor siit a nap kijelentés
tagadasa
a Délvan ES NEM siit a nap kijelentés.

L R 2 4

Egy szamitogépes jatékban a gép a logikai készlet elemeibdl egy-egy
tulajdonsdg alapjan hozza 1étre az A és B halmazokat. (1. abra)
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A jatékosnak ezeket a tulajdonsdgokat kell kitaldlnia az alapjan, hogy
rakattint a logikai készlet valamelyik elemére, amit a gép berak a meg-
felel§ halmazrészbe. Példdul egy jaték a kovetkezd:

Kérdés A gép valasza A valasz utan maradt lehetdségek
S~ @ A: kicsi, teli, sarga, kék, zold,
haromszog, négyzet
B: kicsi, teli, sarga, kék, zold,
haromsz0g, négyzet
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A: kicsi, teli, kék, haromszog
B: sérga, z0ld, négyzet

>
>

A: kék, haromszog
B: z6Id, négyzet

]
>

A: haromszog
B: zbld

A

>

Néhany vélasz utan lehet sejtésiink, hogy melyek a halmazokat meg-
hatdrozé tulajdonsdgok. A sejtés bizonyitdsakor minden mds lehets-
séget ki kell zarni.

1. dbra
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legnagyobb k6zos

oszto

Euklideszi algoritmus
a legnagyobb kozos o0sztd

kereséseére:
73125=9-
7425 =1.
6300 =5-
1125 =1
900 =4

7425 + 6300
6300 + 1125
1125 + 900
900 + 225
225+ 0

Az utols6 nem 0 maradék
a legnagyobb kozos o0sztd.

ALGEBRA ES SZAMELMELET

10. Legnagyobb kozos osztd,
legkisebb kozos tobbszoros

1. példa
L 020 .
Egyszerisitsik a —— tortet!
1224

Megoldas
Eljarhatnank dgy, hogy egy-egy szdmmal egyszer(sitiink, és megnéz-
ziik, hogy az 0j szdmlélét és nevez6t mivel lehet még egyszerdsiteni.

2 2

Keressiik meg a legnagyobb szamot, amellyel egyszerdsiteni tudunk!

Készitsiik el a szamok primtényezds felbontasat!

.............................. 1020:22,3,5,17; 1224 =23 .32 .17.

Lathatjuk, hogy a k6z6s primtényezGk miatt a két szamnak vannak
kozos osztéi. A legnagyobb kozos 0sztot a kozos primtényezSkbdl ké-
pezhetjiik: 22 - 3 - 17 = 204.

y 1020 5
Ezzel egyszertsitve: =—.
1224 6

DerFINiCIO: Két pozitiv egész szam esetén a kozos osztok koziil
a legnagyobbat a két szam legnagyobb kiozos oszto-
Jjanak nevezziik.

Az a és b legnagyobb kozos osztojanak jele: (a; b).

Példaul az elébbi esetben (1020; 1224) = 204.

Bebizonyithat6 az, hogy a kozos oszték mindegyike osztdja a legna-
gyobb k&z0s osztonak.

72

A legnagyobb ko6zos 0szté a primtényezés felbontasbal elgallit-
hato ugy, hogy a kozos primtényeziket az el6fordulo legkisebb
hatvanyon osszeszorozzuk.

2. példa
Keressilk meg a kovetkezé szamparok legnagyobb kdzds osztojat:
a) (73 125; 7425); b) (4617; 6800)!

Megoldas (a)

A szdmok primtényezss felbontdsa:
73125 =3%-5%.13; 7425=3%.52 - 11.
A legnagyobb kozos oszté tehat (73125; 7425) = 32 - 52 = 225.



Megoldas (b)
A szdmok primtényez§s felbontdsa:
4617 =3%-19; 6800=24-52-17.

A két primtényezGs felbontdsban nincs kozos tényezd. Ez azt jelenti,
hogy egyetlen k6zos osztdjuk van, az 1. Tehét (4617; 6800) = 1.

DEFINICIO: Azokat a pozitiv egész szamokat, melyeknek a legna-
gyobb kozos osztdéja 1, relativ primeknek nevezziik.

Fontos latnunk, hogy ha két kiilonb6z6 szdm relativ prim, akkor nem
feltétlentiil kell primnek lenniiik, de ha primszdmok, akkor biztosan
relativ primek is. Példaul (15; 8) =1, (11;43) =1, de (11;275) =11.

Nemcsak két szam esetén beszélhetiink legnagyobb kozos 0sztorol,
hanem harom vagy tobb szdm esetén is.

Példdul (7425; 6800; 73 125) = 5% = 25 az el6z6 primtényezds felbon-
tasok alapjan.

3. példa ]

Végezzik el az ——+— 0 ast!
égezzilk el az 1176+720 Osszeadast

Megoldas

Ko6z6s nevezdnek vidlaszthatndnk a két nevez§ szorzatdt, de nagy

szamok esetén nehéz lenne megtaldlnunk az egyszer(sités lehetdségeit,
ezért probéljuk a lehetd legkisebb kozos nevezdt elGallitani.

A nevezdk primtényezds felbontdsa: 1176 =23 -3 - 72,720 =24 32 5,

Ha az 6sszes itt el6fordulé primtényezét (a kozoseket a nagyobb
hatvanyon) 0sszeszorozzuk, akkor mindkét szam tobbszorose 4ll eld,
mégpedig a legkisebb: 24 - 32- 5 - 72 = 35 280.

1 2:3-5+72 79

1
Az 0sszeadas: + = = .
23.3.72 24.32.5 24.32.5.72 35280

DEerINicIO: Két pozitiv egész szam esetén a kozos tobbszorosok
koziil a legkisebb pozitiv szamot a két szam legkisebb
kozos tobbszorosének nevezziik.

Az a és b legkisebb kozos tobbszorosének jele: [a; b].
Példaul az el6z6 esetben: [1176; 720] = 35 280.

A szamok primtényezds felbontasabél a legkisebb kozos tobb-
szoros eléallithaté gy, hogy minden eléfordulé primet ossze-
szorzunk az eléfordulé legnagyobb hatvanyon.

relativ primek

1176
588
294
147

49

720
360
180
90
45
15
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legkisebb k6zos
tébbszoros
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LEONHARD EULER
(1707-1783) svéjci
matematikus, minden idék
egyik legtermékenyebb
matematikusa. lgen sokat
tett a fiiggvényfogalom
fejlesztéséért, tartalmanak
gazdagodasaért.

FUGGVENYEK

9. A fiiggvénytranszformaciok
rendszerezese

Konkrét példakon keresztiil megismerkedtiink a fiiggvénytranszfor-
maciokkal.

A kovetkezd két oldalon — mint eddig is — olyan fiiggvényekrdl van szd,
amelyek a valds szamok egy részhalmazabdl képeznek a valds szdmok
halmazaba. Az értelmezési tartomdnyukat nem tiintetjiik fel, mindig
feltessziik, hogy a széban forgd helyeken a fiiggvények értelmezve
vannak.

A konkrét fiiggvények esetében mdr latott fiiggvénytranszformaciok
alapvetden két csoportba sorolhatdk.

Ertéktranszformaciok

Ismerjiik az f fiiggvényt a grafikonjdval egyiitt.

(1) Az f fiiggvényre teljesiiljon, hogy f1(x) = f(x) + c.
Az f; fiiggvény értelmezési tartomdnya ugyanaz, mint az f fiigg-
vény értelmezési tartomdnya. Az f; grafikonja pedig tigy keletkezik
f grafikonjabdl, hogy az y tengely mentén c-vel eltoljuk, pozitiv
c esetén felfelé, pozitiv irdnyba, negativ ¢ esetén lefelé, negativ
irdnyba. (89. dbra)

y

RN

89. dbra

(2) Legyen fo(x) = =f(x).
/> grafikonjét f grafikonjabdl gy kapjuk, hogy az x tengelyre
tiikrozziik. (9o. abra)

Y Y

fz X)
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90. dbra



(3) Legyen ¢ pozitiv szam, és f3(x) = ¢ - f(x).

f3 grafikonja gy kaphat6 f grafikonjdbol, hogy a gérbe minden
pontjdnak y koordinatajat c-szeresére valtoztatjuk, az x koor-
dindta valtozatlanul hagydsa mellett. (91. dbra)

}y

RN

v fy(x) = c-f(x)

.
A
/\

\" X
Y
\J

91. abra

)

(4) Legyen fy(x) =|fx)].
f4 grafikonjdt f grafikonjabdl dgy kapjuk, hogy a gorbének azt
arészét, amely az x tengely alatt van, azaz f negativ értékeket
vesz fel, tiikrozziik az x tengelyre. A gorbének azt a részét, ahol
S nemnegativ értékeket vesz fel, valtozatlanul hagyjuk. (92. sbra)

g A=l 7
y =1 ¥y = fylx)
/ X / S H X
\_/ o
92. dbra

Ennél a négy fliggvénytranszformaciondl megfigyelhets, hogy az
eredeti grafikont az ,,y tengely irdnydban” véltoztattuk, azaz az eredeti
fiiggvény értékeit transzformaltuk. Ezért hivjak ezeket értéktranszfor-
maciéknak.

Valtozotranszformaciok

(5) Legyen f5(x) = f(x —¢).
f5 grafikonjat ugy kapjuk, hogy f grafikonjat az x tengely mentén
c-vel eltoljuk, pozitiv ¢ esetén pozitiv irdnyba, negativ ¢ esetén
negativ irdnyba. (93. sbra)

v B =fi-c) 7
y=1fx)

N\

/ \-/ X ey / \‘_C;\&"_'ly >
sof D ¥ =15(x)

93. abra

LEJEUNE DIRICHLET
(1805-1859) német
matematikus alapozta meg
a mai modern
fuggvényfogalmat.

.............................



44. abra

Be lehet bizonyitani, hogy
a haromszog koré irt
korének O kdzéppontja,

S stlypontja és M magas-
sagpontja egy egyenesre
illeszkedik (Euler-egyenes),
és S az OM szakasz

0-hoz kbzelebbi
harmadol6 pontja.

- Feuerbach-kor
Euler-egyenes

Bizonyithato az is,

A haromszig sulyvonalai

DEFINICIO: A haromszog sulyvonala a csiicsot a szemkozti oldal
felez6pontjaval osszekotd szakasz. (43. abra)

TETEL: A haromszog barmely két silyvonala vigy metszi
egymast, hogy a metszéspont mindkét silyvonalat
1 : 2 aranyban osztja két részre, a nagyobbik rész
masik végpontja a haromszog megfelel6 csiicsa.
Bizonyitas

Jelolje az ABC haromszog s, és s, silyvonaldnak metszéspontjat S! Legyen
tovabbd az AS szakasz felezGpontja P, a BS szakasz felez&pontja Q! (44. abra)

Az ABC haromszogben F, F}, kozépvonal, ezért
FoFy=—~,
és F,F,, parhuzamos AB-vel.

Az ABS haromszogben PQ kozépvonal, ezért

AB
PO=22,
e 2
és PQ parhuzamos AB-vel.
A fenti két észrevételt osszevetve kapjuk, hogy
F,F,=PQ,

és F,F, parhuzamos PQ-val, ami azt jelenti, hogy a POF,F), négyszog két
szemkozti oldala parhuzamos és egyenld. Ebbdl kovetkezik, hogy a POF, F,,
négyszog paralelogramma.

A paralelogramma atléi felezik egymast, igy
PS=SF, és QS=SF,
Mivel P és Q az AS illetve BS szakaszok felez6pontjai, ezért
AS=2-8F, és BS=2-SF,.

Ezzel tételiinket bebizonyitottuk.

Mivel barmely két stilyvonal harmadolja egymast a tételben kimondot-
taknak megfelelGen, ezért a silyvonalaknak a hiromszog csucsatol
tdvolabbi harmadold pontja kozos pont, erre mindhdrom sulyvonal

hogy a haromszog
oldalfelez6 pontjai,
a magassagok talppontjai

€s a magassagpontot illeszkedik. Igy az el6z6 tétel kovetkezményeként ad6dik a kovetkezd:
a csucsokkal dsszekotd
szakaszok felezGpontjai

(6sszesen 9 pont) egy korre
illeszkednek (Feuerbach-kdr).
A Feuerbach-kor sugara
fele akkora, mint a harom-
sz0g koré irt kor sugara.

a haromszog sulypontja

TETEL: A haromszog silyvonalai egy pontban metszik egy-
mast. Ez a pont mindharom silyvonalnak a harom-

szog megfeleld csicsatol tavolabbi harmadol6 pontja.

DEFINICIO: A sdlyvonalak metszéspontjat a haromszog suly-
pontjanak nevezziik.



Feladatok

Egy haromszog oldalainak hossza:

a) 3cm, 4 cm, 5 cm; b) 6 dm, 7 dm, 10 dm;

c) 7,2m, 410 cm, 50 dm; d) 12 cm, 7,2 cm, 48 mm.

Szamitsuk ki az egyes esetekben a hdromszog kézépvonalai dltal meghatdrozott haromszog
oldalainak hosszit!

Egy trapéz parhuzamos oldalainak hossza:

a) 4 cmés 8 cm; b) 5dmés 17 dm;

c) 12,5cmés 0,3 m; d) 32 mm és 0,62 dm.

Szamitsuk ki az egyes esetekben a szdrak felez&pontjat 6sszekots szakasz hosszat!
Szerkessziink derékszogl hdromszoget, ha az atfogdval parhuzamos kézépvonal 3 cm, az
atfogdéhoz tartozé magassag pedig 2 cm hosszu!

Szdmitsuk ki a derékszogli hdromszog koré irt kor sugardt, ha két befogdjanak hossza:
a) 3 cmés 4 cm; b) 5dmés 12dm; ¢) 12mmés3,5cm; d) aésb!

Szamitsuk ki a szabdlyos haromszog magassdganak hosszdt, ha stlypontja a csicsoktol:
a) 4 cm; b) 6 dm; c) 12,3 m; d) d

tdvolsdgra van!

Tiikrozziik az ABC hidromszoget BC oldaldnak F, felez6pontjara! Milyen sikidomot

hatdroz meg az eredeti és a képharomszog egyesitése? Szamitsuk ki a kapott sikidom
atloinak hosszat, ha

a) AF,=5cm, BC=_8 cm;
b) AF,=6,2dm, BC =410 mm;
c) AF,=x, BC=y!
7. Szerkessziink hdromszdget, ha adott két oldaldnak és a k6zos csicsbdl kiindulé sulyvo-
nalnak a hossza!
a)a=42cm,b=92cm,s,=6cm;
b) a=50mm, b=0,7 dm, s.=6 cm;
c¢) a=4cm,b=0,73 dm, s. = 0,06 m.
Bizonyitsuk be, hogy barmely négyszogre igaz a kovetkezd allitds: két szomszédos oldal
felez6pontjat 6sszekotd szakasz feleolyan hosszud, mint a négyszog egyik atldjanak hossza!
Igazoljuk, hogy barmely négyszog oldalfelezd pontjai paralelogrammat hatdroznak meg!
10. Bizonyitsuk be, hogy barmely négyszog kozépvonalai felezik egymadst!

11. Mit 4llithatunk arrél a négyszogrdl, amelynek kozépvonalai egyenld hossziiak? Allitasun-
kat indokoljuk!

12. Bizonyitsuk be, hogy a hdromszog oldalai mint atmérdk folé szerkesztett korok paronként
vett kozos szelSi egy pontban metszik egymast! Melyik nevezetes pontja ez a hdrom-
szognek?

13. Mutassuk meg, hogy a haromszog stlyvonalai hosszdnak 6sszege kisebb a haromszog
keriileténél, de nagyobb a keriilet 75%-anal!

Ellendrizziik szamitogépes geometriai szerkesztGprogram segitségével az Euler-egyenesre
és a Feuerbach-korre vonatkozo tételeket!
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1. Az adatok abrazolasa

A statisztikai elemzésekhez Osszegydjtott adatokat adatsokasdgnak,
mintdnak is szoktuk nevezni.

Az adatokat Osszegy(jthetjiik tdblazatban, és dbrdzolhatjuk diagramon.
Szdmos ilyen diagrammal taldlkozhatunk az djsdgokban, tévében.

ezer hektar

1955 1960 1965 1970 1975 1980 1985 1990 2000 2005

Az erddfeliilet nagysaganak véltozasa hazankban

1995

Az 1. dbra téblazata és diagramja példdul a magyarorszagi erdéteriilet
valtozdsat mutatja 1955-t61 2005-ig.

A kiilonboz§ adatok véltozasat jol kovethetjiik, és 6sszehasonlithatjuk,
ha a koordindta rendszerben gorbékkel abrazoljuk. (2. abra)

A diagramokrol leolvashaté informdcié sokszor csak tobb tdblazattal,
vagy szoveggel lenne kozolhets. A kép nemcsak szemléletesebb, de
tobb informdcidt is nyujt.

A kovetkez6 oszlopdiagramok a magyar népesség alakuldsat mutatjak
bizonyos években (3. abra). A gorbék, oszlopdiagramok akkor haszno-
sak, ha az adatok valtozdsa, egymashoz val6 viszonya az érdekes.

ezer
né f6

140
130
120
110
100

halalozasok szama

nétobblet

+44 936

[ természetes szaporulat
[ természetes fogyés
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50
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100 200 300 400
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Az (jsziilottek szamanak valtozasa

2004 2006



1. példa
Albert 20 pontos matematika dolgozatot irt, Bend 25 pontos fizika dolgo-

zatot. Melyikilk dolgozata sikeriilt jobban, ha a matematika dolgozatnal
25 pontot lehetett elérni 6sszesen, a fizika dolgozatnal pedig 50 pontot?

Megoldas

Hidba ért el Bend tobb pontot, mint Albert, ez az 0sszes pontszdmnak
csak az 50%-a, mig Albert eredménye az Osszes pontszamnak
80%-a, igy Albert dolgozata sikeriilt jobban.

Sokszor el6fordul, hogy a kiilonbdz6 médon mért mennyiségek
Osszehasonlitdsa nem nydjt kell§ informdcidt, ilyenkor az aranyok, sza-
zalékok Osszehasonlitasa valgsagosabb képet ad.

Ha az adatok az egésznek az ardnyaban érdekesek, akkor ezek abrazo-
lasara kordiagramot érdemes hasznélni, ahol a kort a megfelel§ adatok
aranyéban osztjuk fel (4. abra).

Az 5. és 6. dbra jol mutatja, hogy mikor hasznosabb az oszlopdiagram,
és mikor a kordiagram:

ezer Ft/f6/ho
400

B0

300
250
200
150
100
: 100
0

0-7osztdly 8osztdly kozépfokl kozépiskola féiskola  egyetem atlag
Iskolai végzettség szerinti kereseti adatok 2006-ban Magyarorszagon

[ 9 serti

0-7 osztaly 0,5%

5. abra

Az egyes adatok el6fordulasanak szamat a gyakorisdg mutatja, melyet
gyakorisdgi diagramon, més néven hisztogramon abrazolhatunk.

Az adatok és azok gyakorisdga egyiitt gyakorisdgi eloszldst alkot.

Az adatokat gyakran osztdlyokba soroljuk, megszamoljuk, hany adat
esik az egyes osztdlyokba, igy kapjuk az osztdlyok gyakorisdgit.

A 14 évesnél idGsebb magyar allampolgarok nyelvtuddsat felmérd
vizsgélat eredménye a kovetkezd:

Nem beszél idegen nyelvet 5 603 ezer f6 |, Ew
1 idegen nyelvet beszél 1483 ezer 6 gg EEEE
2 idegen nyelvet beszél 906 ezer 6 §§ 3388
3 vagy tobb idegen nyelvet beszél 247 ezer f6 L 0

A gylimdlcstermesztés fajtankénti
megoszlasa Magyarorszagon

12,6%

8,2%

6,3%

6,2%
3,4%

1,2% 2,1%28%
[ alma [Imeggy [ cseresznye
[ szilva [ korte [ malna
[ 6szibarack [ kajszi ] szamdca
4. dbra

koérdiagramok

egyetem, fdiskola
20,8% '

A foglalkoztatottak legmagasabb befejezett iskolai végzettség
szerinti létszammegoszlasa 2005-ben Magyarorszagon

6. abra

gyakorisag
hisztogram

gyakorisagi eloszlas

7. dbra

A beszélt nyelvek szama

I F . [—
3 vagy tobb
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Ha az adatokat a teljes 14 évesnél idGsebb népesség aranydban adjuk
meg, vagyis kiszamitjuk, hogy a 14 évesnél idGsebbek hanyad része,
hany szdzaléka beszél 0, 1, 2, 3 vagy tobb nyelvet, akkor az adatok
relativ gyakorisag relativ gyakorisdgdt kapjuk meg, ami sokszor jobb 6sszehasonlitast
tesz lehet6vé az adatok kozott. Ezt is lehet dbrdzolni hisztogramon.

2. példa
Egy osztaly matematika dolgozatot irt. Az elérhet6 maximalis pontszam
50 volt. A tanulok altal szerzett pontok:

18; 22; 37; 42; 48; 50; 32; 38; 26; 40;

42; 43; 45; 35; 34; 36; 39; 40; 34; 33.
A tanar Ggy osztélyzott, hogy

5:43-50; 4:36-42; 3:29-35; 2:22-28; 1.0-21.

Adjuk meg a jegyek gyakorisagi eloszlasat és abrazoljuk oszlopdiagramon!

8. abra
2 Megoldas
7 A gyakorisagi eloszlds a 9. dbrdn, az oszlopdiagram a 8. 4brédn 14that6.
6
5 ;
. 9. abra
; jegy 1 2 3 4 5
; } | I I gyakorisag 1 2 5 8 4
1 2 3 4 5

Feladatok

Egy osztilyban felmérést végeztek, hogy sk szama
a tanul6k hényszor voltak szinhdzban az el-

mult évben. Az eredményt az oszlopdiagram

mutatja.

8
7
6
5)
Olvassuk le és irjuk tabldzatba az adatok 4
gyakorisagi eloszlasat! 3
2
1
0 I I I [ |
0 1 2 3 4 5 6

7 8 alkalom

Abrézoljuk a foldrészek teriiletét és lakossdgdnak szamat oszlopdiagramon!

Foldrészek Teriilet (1000 km?) Lakossag (millio f6)
Eurdpa 10 508 732
Azsia 44 411 3969
Afrika 30319 924
Eszak-Amerika 21515 332
K6zép- és Dél-Amerika 20 566 566
Ausztrdlia és Ocednia 8510 34
Antarktisz 13 328 -
Féld 6sszesen 149 157 6555

262



~— Rejtvény

A tdblazatban Magyarorszag régidinak adatai lathatok. Készitstink diagramokat az adatokb6l!

Kozép- Kozép- Nyugat- Dél- Eszak- Eszak- Dél-

Magyaro.  Dunantil Dunantil Dunéantil ~ Magyaro. Alfdld Alfdld

Teriilet (%) 7,4 12,1 12,0 15,2 14,4 19,1 19,8
Lakossag (%) 28,3 11,0 9,8 9,7 12,7 15,1 13,4
Bruttd hazai termék (%) 41,6 10,0 10,3 7,8 8,8 10,6 10,9
Munkanélkiiliek (%) 15,2 10,5 6,9 11,8 19,2 22,2 14,2
Kiilfoldi tokebefektetés (%) 64,0 6,8 8,9 55 7,7 47 4,6
Beruhazasok (%) 39,4 12,8 11,3 6,9 9,5 11,4 8,7

Egy ledny kosarlabdacsapat tagjainak kosdrcipdket véasarol az egyesiilet. Megmérték a 1anyok
labanak hosszat centiméterben milliméter pontossaggal, €s a kdvetkezd eredményeket kaptak:
23,2; 26,3; 28,0; 25,1; 25,8; 24,9; 24.72;

25.4; 25,9; 26,1; 24,4; 24,9; 23,6; 234.

Adjuk meg az egyes méretek gyakorisagi eloszldsat és dbrazoljuk oszlopdiagramon, ha

a kosarcipdk mérettablazata a kdvetkezd:

eurépai méret 36,0 36,5 37,5 380 385 390 400 405 410 420 425 430

labhossz (cm) 225 230 235 240 245 250 255 260 265 270 275 28,0

Figyeljik meg, hogy egy nap hany orat toltiink a kovetkezs tevékenységekkel: alvas,
iskola, lecke, szorakozds, evés és egyéb! Abrazoljuk oszlopdiagramon és kordiagramon!

Gydjtsiik 0ssze, hogy az osztdlyban hdnyan vannak, akik dtlagosan naponta 4 6rdndl
kevesebbet alszanak, 4—6 6rat, 6—8 drat, 8 6randl tobbet alszanak és dbrazoljuk a gyako-
risdgi eloszlast oszlopdiagramon!

Gyfjtsiik 0ssze az adatokat, és dbrazoljuk hisztogramon, hogy az osztilybdl hdnyan
jarnak iskolaba gyalog, biciklivel, tomegkozlekedési eszkozzel és autdval!

Készitsiink gyakorisagi tablazatot, hogy a torténelemkonyviink elsé leckéjének elsd
oldaldn melyik betibdl hany darab van, és dbrdzoljuk hisztogramon! Ez alapjan melyek
aleggyakoribb betlik a magyar nyelvben? Az egyik jatékban egy sz6t kell kitaldlni, és lehet
mondani 6 bet(it. Amelyik betd ezek koziil szerepel a széban, azt megmutatjdk. Mely
bettiket mondanank? Vajon miért kicsi a taldlat esélye?

Végezziink kisérletet két érmével! Dobjuk fel egyszerre a két érmét 30-szor egymds utdn,
és jegyezziik fel, hdnyszor fordult el§ a két érmén O fej, 1 fej, 2 fej! Abrdzoljuk oszlop-
diagramon! Valasszuk ki a leggyakoribb értéket!

Egy televizids vetélked6ben négy lehetséges valasz koziil kell kivalasztani | o
egyet. A kdzonség segitséget nydjthat a jatékosnak. A kérdés a kovetkezé | *°
volt: ,Kinek a vigjatéka alapjan késziilt a My Fair Lady cimii musical? “
A) SHAKESPEARE B) 0scar WILDE zz
C) G.B. SHaw D) NeiL Simon 0
A szavazatok diagramja, az oszlopok sorban az A, B, C, D valaszokra 0 ‘ I 1
adott szavazatokat mutatjak. Melyik valaszt jeldljiik meg? A B €D
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