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racionalis szam

A tizedes tortek mai
alakjukban 1616-ban
jelentek meg

JoHN NAPIER [néjpjer]
mivében, amelyben

a szerzG az egész

és tortrészeket ponttal
vélasztotta el. Késdbb
Napier a tizedespont helyett
ajanlotta a tizedesvessz6
hasznalatat is. Anglidban

a pont, de a legtébb
europai orszagban a vessz0
hasznalata terjedt el.

A GYOKVONAS

1. Racionalis szamok, irracionalis szamok

DEFINICIO: A két egész szam hanyadosaként felirhaté szamokat
raciondlis szamoknak nevezziik.

Q={§|p,qel;q¢0}

Mivel egyszertsités és bdvités sordn a tortszam nem valtozik, ezért
minden raciondlis szdmnak végtelen sok alakja van.

1. példa
irjuk fel a kivetkez raciondlis szamok tizedes tort alakjat!
5 13 5 157
a) =, b) —; c) =; d) —.
) 8 ) 9 ) 6 ) 333
Megoldas
a) b) c) d)
5:8=0,625 13:9=144... 5:6=0,833... 157:333=0,471...
50 40 50 1570
20 40 20 2380
40 4 20 490
0 2 157
5

a) 3 =5:8=0,625 véges tizedes tort.
13 s . N
b) 3 =13:9=1,444...=1,4 végtelen szakaszos tizedes tort.

c) % =5:6=0,8333... =0,83 végtelen szakaszos tizedes tort.

d) ;ST; =157:333= 0’4714714---=0,47i végtelen szakaszos tize-

des tort.

Altalanositva: Ha p és ¢ pozitiv egész szamok, a P taciondlis szam

q
tizedes tort alakja véges, ha a maradékos osztds elvégzése sordn mara-
dékként a 0 Iép fel. Ha a O nem fordul el§ a maradékok kozott, akkor
a lehetséges maradékok 1, 2, ... , g — 1. fgy legfeljebb g osztds utdn
— a skatulyaelv miatt — olyan maradékot kapunk, amely mér szerepelt.
Ett6l kezdve a maradékok ismétlGdnek, tehdt a tizedes tort végtelen
szakaszos lesz.



2. példa
irjuk fel két egész szam hanyadosaként a kovetkezé szdmokat!

03,82  b)1215  ¢)1,387

Megoldas
gz 3210

191 1215 243
100 50°

b)1215= =2 =""".
1000~ 200

¢) Jeloljiik a szdmot egy betiivel: 1,387 = x! Mivel hdrom jegy ismét-
16dik, frjuk fel a szdm 1000-szeresét: 1000x = 1387,387, ebbdl

1386 _ 154

999 111’
Ez a mddszer n jegybdl 4ll6 szakasz esetén tigy alkalmazhatd, hogy
10"-nel szorzunk.

kivonva az eredeti szamot: 999x = 1386, tehat: x =

L K R 2

DEFINICIO: Irraciondlis szdmnak nevezziik azokat a szamokat,
melyek tizedes tort alakja végtelen nem szakaszos.

PI. bel4thato, hogy irraciondlis lesz a kovetkezd mdédon képzett szam:
1,23233233323333..., ahol mindig eggyel ndveljiik a harmasok szdmat,
vagy 5,6789101112..., ahol a pozitiv egész szdmokat frjuk egymads utan.

A szdmegyenesen az egység ismeretében az egész szamok helye
konnyen megadhato. (1. abra)

A raciondlis szdmok helye hasonldsag alkalmazdsaval szintén megszer-

5
keszthetS. Az 3 helye a 2. dbrdn l4thaté médon szerkeszthetd.
2. dbra

Megjegyzés: Az 6kori matematikusok ,,0sszemérhetének” neveztek két sza-
kaszt, ha azokhoz megadhaté egy olyan egység, melynek mindkét szakasz
tobbszorose.

Példaul az g és % hosszisagu szakaszok tobbszorosei az % hosszisdgu

szakasznak (az els6 20-szorosa, a masodik 27-szerese). Tehat azt mondhatjuk,
hogy a fenti két szakasz 6sszemérhet6.

atiras tort alakba

irracionalis szam




a2

3. abra

a /2 irracionalis szam

indirekt bizonyitas

/2 ~1,41421356237309..

Kr. e. 2300-ban
Mezopotamidban a /2
kozelitésére az

24 51 10
I+=—+—+—=
60 602 603
=1,4142122
értéket ismerték.

Két raciondlis szdmmal megadott szakasz mindig 6sszemérhetd. Egységnek
megfelel az a tort, melynek szamlaldja 1, nevezdje pedig a nevezdk legkisebb
koz0s tobbszorose.

Sokdig kérdéses volt, hogy minden szakasz 0sszemérhet§-e. Koriilbeliil a
Kr. e. 5. szdazadban gorog matematikusok bebizonyitottdk, hogy a négyzet
oldala és atl6ja nem OsszemérhetG. (3. abra)

A 9. osztdlyban definidlt négyzetgyokvonas segitségével is elGallitha-
tunk irraciondlis szamokat.

TETEL: A \/5 irracionalis szam.

Bizonyitas
Végezziik a bizonyitdst indirekt dton.

Tegyiik fel, hogy V2= £, ahol p, g € Z7* és relativ primek: (p; ¢) = 1.
q

ﬁ=£3
q
2
2=
q
242 = p2.
U

20p = 2lp = 4lp4
ha 4/p? = 214% = 2lg.

Azt kaptuk, hogy p és g is paros. Ez ellentmond annak, hogy relativ primek,
tehdt az 4llitas igaz.

Megjegyzés: A fenti mddszerekkel beldthatd, hogy minden olyan pozitiv a
egész szam esetén, mely nem négyzetszam, a Ja irraciondlis szdm.



DEFINICIO: A racionalis szamok halmazanak és az irracionalis a valds szamok
szamok halmazanak unioja a valos szdmok halmaza. halmaza

A valds szamok halmazanak jele R, az irraciondlis szdmok halmazat

pedig szokés Q*-gal jelolni. Ezekkel a jelolésekkel: R = Q U Q™

A szamegyenesen bizonyos irraciondlis szdmok helye is megszer-

keszthetd. 5
Példdul a \2 a Pitagorasz-tétel felhaszndlasdval a 4. dbrdn vazolt mo- 1 )
don szerkeszthet6 meg. 1
0 1 0 2
Ugyanakkor vannak olyan irraciondlis szdmok, példdul a 7, amelyek
nem szerkeszthetdk meg. 4. dbra
Feladatok
1. Irjuk fel a kovetkezd szdmok tizedes tort alakjat!
5 13 11 10
a) —; b) —; ¢) = d) —.
) ) 12 ) 7 ) 17 ) 17
2. Irjuk fel két egész szdm hanyadosaként a kovetkezd szdmokat!
a) 3,142; b) 3,142; c) 3,142; d) 3,142.

3. Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkez8 szdmok irraciondlisak!
a) J7; b) V2 +1; c)\3-1; d) V2 +47.
4. Az egység ismeretében szerkessziik meg a
a) \7; b) V10 )17 d) 1956
hosszisagui szakaszokat!

5. frjunk fel olyan irraciondlis szdmot, amely nagyobb 0,99-ndl, de kisebb 1-nél!

Rejtvény
Melyik két egész szam hanyadosa lehet az 1,9 végtelen szakaszos tizedes tort? ]




masodfoku
egyenlétlenség

-3\ -2 1 2

4. abra

Ja? =14l

y=x%-9

% A MASODFOKU EGYENLET

5. Masodfoku egyenldtienségek

Barmely valos a és b szamrol el tudjuk donteni, hogy milyen reldciéban
allnak egymdssal. Harom eset lehetséges:

a<b, vagy a=>b, vagy a>b.

Ha kifejezéseket kapcsolunk 0ssze a <, >, <, > jelekkel, akkor egyen-
I6tlenségeket kapunk. Ha ezek a kifejezések masodfokuak, akkor
masodfoku egyenlétlenségekrol beszéliink.

A mésodfoku egyenlGtlenségek megoldasaban l1ényeges szerepet jatszik
az, hogy ezeknek a kifejezéseknek a grafikonja a koordindta-rendszerben
parabolat hatdroz meg. A grafikonok megrajzoldsa minden esetben sokat
segithet a keresett megolddshalmaz megkeresésében és szemléltetésében.

1. példa
Oldjuk meg az x2—9 < 0 egyenldtlenséget!

l. megoldas

Készitsiik el a bal oldali kifejezés altal meghatarozott fiiggvény gra-
fikonjat! (4. abra)

Azokat az x valés szamokat keressiik, amelyekre a fliggvény altal fel-
vett értékek negativok.

A fiiggvény zérushelyei:
X = —3, Xy = 3,

ezért a megfelels valGs szamok a |-3; 3[ nyitott intervallum elemei.

Il. megoldas
Megoldas algebrai Gton, négyzetgyokvonds alkalmazasaval:
x2 <9,
Va2 <\9,
| x]|<3,
-3<x<3.

lll. megoldas
Megoldés szorzatta alakitassal:

x2-9=(x-3)(x+3)<0.
A szorzat akkor lesz negativ, ha a tényezéi kiilonbozé elGjeldek:

x-3<0és x+3>0, vagy x—-3>0¢és x+3<0,
x<3 és x>-3. x>3 és x<-3.

Mivel a masodik esetnek nincs megolddsa a valés szamok halmazén,
a megoldds:

3<x<3.



2. példa
Mely valos szamokra igaz, hogy —x2 + 4x -5 < 0?

Megoldas

Oldjuk meg els6 1épésben a —x* + 4x — 5 = 0 egyenletet! Mivel
a diszkrimindns értéke D = 16 — 20 = —4, vagyis negativ szadm, ezért
ennek nem létezik valés megolddsa.

Ha 4brazoljuk a bal oldal fiiggvényét, akkor egy olyan lefelé nyil6 para-
bolat kapunk, amelyik nem metszi az x tengelyt, hiszen a masodfoku
tag egylitthat6ja negativ szdm, €s a diszkrimindns negativ.

A grafikon 4bréizolasahoz alakitsuk a —x2 + 4x — 5 méasodfoku kifejezést
teljes négyzetté:

2 +4x—5 = -(x2—4x) -5 = [(x-2)2—-4] -5 = -(x—2)2—1.

A fliggvény grafikonja az 5. dbran lathat6. Ebbdl 14thatd, hogy az egyen-

I6tlenség megolddsa az értelmezési tartomdnnyal egyezik meg, azaz
a valds szdmok halmaza.

* o0

Az olyan egyenlGtlenségeket, melyek megoldédsainak halmaza megegye-
zik az értelmezési tartomannyal, azonos egyenlétlenségeknek nevezziik.

3. példa
Mely egész szamokra igaz, hogy (x —2)2<7 —2x?

Megoldas

Végezziik el a kijelolt miiveleteket, majd rendezziik az egyenl6tlensé-
get ugy, hogy az egyik oldalon nulla alljon!

X2 —Adx+4<7-2x,

x2-2x-3<0.
Hatarozzuk meg a bal oldalon all6 mésodfoku kifejezés zérushelyeit:
x*-2x-3=0.
24(-2)2 —4-1-(-3) [x=-1,
x1,2 = 2 = _
X, =3.

Mivel az R— R, x> x? — 2x — 3 fiiggvény grafikonja felfelé nyil6
parabola (6. abra), ezért az egyenl6tlenségiink megoldasa a két zérushely
kozotti tartomény lesz. Tehat

-1<x <3

A megolddsokat az egész szamok halmazan keressiik, ezért a feladat
megolddsa a kovetkezd szdmokbdl 4ll:

xe{-1;0;1;2;3}.

= = 1 2 X

y=-x2+4x-5

5. abra

azonos egyenldtlenség

w
>

& -1\ 12
y=x2-2x-3

-5

6. abra



7. dbra

z=y2+y-6

% A MASODFOKU EGYENLET

4. példa
Oldjuk meg a kovetkez6 egyenldtlenséget a valos szamok halmazan:
*+x2-6>0!

Megoldas

Vezessiink be tj ismeretlent: y = x2.

Igy a kovetkezd egyenlStlenséget kell megoldanunk:
y2+y-6>0.

Megkeresve az y? +y — 6 = 0 egyenlet gyokeit:

lm{ys

N2 =

Figyelembe véve, hogy a bal oldal fiiggvénye éltal meghatarozott
grafikon felfelé nyil6 parabola (7. abra), igy az egyenl6tlenség megolddsa:

y <=3 vagy y>?2.

Az x valtozot visszahelyettesitve két egyenlGtlenség megoldasait kell
megkeresniink.

Az x? < -3 feltételnek egyik valds szdm sem tesz eleget, hiszen a valés
szamok négyzete mindig nemnegativ.

Az x?>2 egyenl6tlenséget megoldva:
Jx2 > 2,
|x|>+2.

Tehat az egyenlStlenség megolddsa a valds szdmkorben:

xX<-— 2vagyx>\/§.




A madsodfoku egyenlStlenségek megolddsdnal érvényben maradnak
azok a szabdlyok, melyeket kordbbi tanulményaink soran az elséfoku
egyenlGtlenségeknél megtalaltunk, vagyis:

(1) Az egyenl6tlenség mindkét oldaldhoz hozz4dadhatjuk, illetve mind- Haa > b, akkor:
két oldalbdl kivonhatjuk ugyanazt a valés szdmot, szorozhatjuk, a+c>b+o,
illetve oszthatjuk ugyanazzal a pozitiv valds szdmmal, a relacié g-c>b-c,
tovdbbra is igaz marad. g.d>b-d,

(2) A negativ szdmmal vald szorzds és osztds megvaltoztatja a relacid a b
irdnyat. 4 > Ik

(3) Ha az egyenlGtlenség mindkét oldaldt O-val szorozzuk, akkor meg-

aholceR ésd e R*.
véltozhat a megolddsok halmaza.

4) Négyzetre emeléskor, illetve reciprokképzéskor meg kell vizsgal-
nunk, hogy az eredeti kifejezések milyen el§jeliek, és csak ezek
utdn éllithatunk valamit arrél, hogy hogyan véltozik a relacid
irdnya.

Feladatok

1. Oldjuk meg a kdvetkezs egyenlStlenségeket!
a) x*-16<0; b) x2-25>0; c) x2-64<0.

2. Keressiik meg a kovetkezd egyenlGtlenségek megoldésait!
a) x> —x—1>0; b) x*—2x-3<0; c) 2x2-Tx-4<0.

3. Mely egész szdmokra igazak a kovetkezd egyenlStlenségek?
a) X2 —4x—-4>-3x-3; b) 2x2 —4x -3 <x*—2x; c) 2x(1 =Tx)—4<0.

4. Oldjuk meg és dbrazoljuk szdmegyenesen a kdvetkezs egyenlStlenségek megoldésait!

a) x*-1>0; b) x*-2x2-3<0; c) 2x0 - 7x3 -4 <0.
5. Oldjuk meg a kovetkez6 egyenlGtlenségeket!
a)l—1>x; b) x+l—2S0; c) ! <3+ 2 .
X X x—1 x=3

6. Az m paraméter milyen értékei mellett elégiti ki az x barmely értéke a kovetkezd
egyenlGtlenségeket?

a) X2 +2x +m>0; b) X2 +mx+4<0; c) G—mx*-3x+m+4>0.




Emlékeztetd:

Az f fliggvénynek

az x = a helyen
minimuma / maximuma
van, ha az értelmezési
tartomany minden elemére
f(x) > 1(a) / f(x) <f(a).

12 X

y=x2+2x-3

-5

26. abra

10. Szélsdérték-feladatok
(emelt szintii tananyag)

Az f: R—=> R, f(x) = ax® + bx + ¢ alaki masodfokd fiiggvények
grafikonjai paraboldk. Ha a > 0, akkor a parabola felfelé nyilik (24. abra),
minimuma van. Ha a < 0, akkor a parabola lefelé nyilik (25. abra), maxi-
muma van.

y 7
y=—Xx2+2x+5
3 y=x2+2x-1 3
2 2
1 1
5 e S 12 3 X B B 12 3 X
— —
24. abra 25. dbra

A fiiggvény minimuma, maximuma a fliggvény szélséértéke.

1. példa A

Hatarozzuk meg az f(x) = x2 + 2x — 3 fiiggvény szélsGértékeit akkor, ha
a)xeR;, bxel0;2]; c¢)xel-3;-2].

Megoldas

A fiiggvényt alakitsuk teljes négyzetté! Ez a 1épés a kés6bbiekben is
hatékonynak bizonyul majd akkor, ha mdsodfoku kifejezések széls6-
értékeit keressiik.

fO)=x+2x-3=(x+1)>-1-3=(x+1)>-4.
A fiiggvény grafikonja a 26. dbran 14thato.

a) Afiiggvény ott veszi fel a legkisebb értékét, ahol a négyzetes kife-
jezés a legkisebb, azaz 0. Ez x = —1 esetén teljesiil. Ekkor a fiigg-
vény minimalis értéke: f(-1) =-4.

b) A [0;2] intervallumon a grafikon szigordan monoton novekvd.
A minimumat az x = 0-ndl veszi fel, és ennek az értéke f(0) =-3.
A maximuma x = 2-nél lesz, mégpedig f(2) = 5.

¢) A [-3; 2] intervallumon a fiiggvény szigoriian monoton csok-
kend, igy a maximumadt az intervallum bal oldali végpontjaban,
mig a minimumaét a jobb oldali végpontban veszi fel. A maximum
hely x = -3, értéke f(-3) =0. A minimum hely x = -2, értéke
f(=2)=-3.



2. példa

Egy 10 cm nagysagu szakaszt két részre osztunk, és a részek folé négyze-
teket rajzolunk. Mikor lesz a két négyzet teriiletének az 6sszege a legkisebb?

Megoldas

Jeloljiik a 27. dbranak megfelelGen az egyik négyzet oldalanak a hosszat
x-szel, ekkor a masik oldal hossza 10 — x lesz. Ekkor a négyzetek te-
riiletének Gsszege:

t(x) =x% + (10 — x)%,
amely x-re nézve egy masodfokii fiiggvényt hatiroz meg a [0; 10] in-
tervallumon. Ennek a minimumat keressiik. Els6 1épésben alakitsunk
teljes négyzetté:

t(x) = 2+ (10-x)2 = x2+ 100 - 20x + x2 = 2(x2— 10x + 50) =
= 2[(x—5)> +25] = 2(x—5)%+50.
Ez afiiggvény az x = 5 helyen veszi fel a legkisebb értékét, azaz a 10 cm

hosszu szakaszt éppen meg kell felezniink, és két egyenlS nagysagu,
egyenként 25 cm? teriiletif négyzetet kell rajzolnunk ra.

3. példa N

Két, egymasra meréleges tton a keresztezGdés felé egyenletes sebesseéggel
halad két kerékparos. Egyszerre indultak, az egyik 30 km/h sebességgel
20 km tavolsagbal, a masik 40 km/h sebességgel 10 km tavolsagbol. Mi-
kor és hol lesznek egymashoz a legkdzelebb?

Megoldas

Legyen a keresett id6 6raban mérve x. Ekkor az egyik tton halad6
kerékpdros 30x km-t tett meg, mig a masik kerékpdros dltal megtett tt
hossza 40x km lesz. (28. abra)

A két kerékparos aktudlis tdvolsagat Pitagorasz tételének alkalmaza-
sdval szdmolhatjuk:

d(x) = (20 = 30x)% + (10 — 40x).

Ez a fiiggvény a minimumat akkor veszi fel, amikor a kovetkezd fiigg-
vény:
d?(x) = (20 — 30x)% + (10 — 40x)>.

Jeloljiik ezt a fiiggvényt f(x)-szel, és a négyzetre emelések utin
alakitsuk teljes négyzetté!

f(x) = 400 —1200x +900x2 +100 —800x +1600x? =

= 2500x? —2000x + 500 = 2500()(2 - % X+ %J =

2 2
= 2500 _2 +i = 2500x—% +100.
5 25 5

XZ
(10-x)?2
X 10-x
27. abra
30x
. dw)
20 - 30x a két kerékparos

%, tavolsaga

-
10-40x  40x

28. abra



% A MASODFOKU EGYENLET

A fiiggvénynek x :%-nél lesz minimuma, azaz a két kerékpdros

%éra = 24 perc milva lesz legkozelebb egymdshoz.

Ez a minimdlis tdvolsdg +v100 = 10 km lesz. Ekkor a 40 km/h sebes-
séggel halad6 kerékpdros mar dthaladt a keresztez6désen.

4. példa N
A dragakovek ara egyenesen aranyos a tomegiik négyzetével. Egy 1 gramm
tomeg kovet, melynek az ara 100 euro, kettévagunk. Mennyire csokken-
het le igy a dragakd értéke?

Megoldas

Legyen a keletkezett két k6 tomege grammban mérve x, illetve 1 — x.
Az adatok alapjan megallapithatd, hogy a két darab egyiittes értéke:

y(x) = 100x? + 100(1 — x)>.
Ennek a kifejezésnek a minimumat keressiik.

A miveleteket elvégezve, majd teljes négyzetté alakitva a kdvetkezd
mdsodfoku fiiggvény adddik:

y(x) =100x2 +100(1 — x)* =

=100x2 +100(1 —2x + x?) = 200x> —200x + 100 =

2
=200(x% —x)+100 = ZOOI(x = %j = %}+IOO =

1 2
= 200()6 S EJ +50.

Mivel ennek a fiiggvénynek a képe felfelé nyil6 parabola, ezért mini-

muma van akkor, amikor a négyzetes tag 0, azaz x = P esetén.

Ez azt jelenti, hogy az eredeti dragakd értéke akkor csokken a leg-
nagyobb mértékben, amikor azt éppen félbevagjuk. Ekkor az sszérték
50 euré lesz, azaz az eredeti drdnak éppen a fele.



Ez a fiiggvény az x = _ZA helyen veszi fel a szélséértékét,
a

s ennek értéke —z— +c lesz.

Ez a sz¢€lséérték minimum, ha a > 0, és maximum, ha a < 0.
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Osszefoglalva: A masodfoku kifejezések szélsGértékeinek meg-
hatarozasakor elsé lépésként teljes négyzetté alakitunk:

2 2
f(x)=ax2+bx+c=a[(x+i) —b—]+c.

2a 4a>

2

a

Feladatok

1.

. Egy 10 cm és 15 cm befog6ji derékszogli haromszogbe az ab-

P

Hatérozzuk meg a kovetkezd fiiggvények szélsGértékeit!

a) f(x)=x>—4; b) g(x) =—x*+2; ¢) h(x) =2(x—-1)%+2.
. Allapitsuk meg a kovetkezd fiiggvények szélsGértékeit a valds szamok halmazan!

a) f(x)=—x2-2x—4; b) g(x) =-2x*+ 6x +2; ¢) h(x)=3x%2-2x+2.
. Hatdrozzuk meg az x — 2x? + 4x — 6 fiiggvény szélsdértékeit, ha

a) xeR; b) x e [-3;-2]; c) xe[-2;1]!
. Adjunk meg olyan mdsodfoku fiiggvényeket, amelyeknek minimuma van az

a) A(1;0); b) B(-2;2); c¢) C(3;-5) pontban!
. Adjunk meg olyan masodfoku fiiggvényeket, amelyeknek maximuma van az

a) A(0; -10); b) B(2;-2); c¢) C(4; -3) pontban!
. Bontsuk fel a 30-at két szdm Osszegére ugy, hogy a tagok N

négyzetosszege a lehetd legkisebb legyen!
10cm

rdnak megfelelGen téglalapokat frunk. Mekkordk lesznek az igy

beirt maximadlis teriiletd téglalap oldalai? —

. Egy 20 cm hosszu szakaszt két részre osztunk, majd az egyes részek mint atmérék folé

félkoroket rajzolunk. Legalabb mekkora lesz a két félkor teriiletének az 6sszege?

. A koordinata-rendszer két kiilonbozd tengelyén egy-egy bogar mozog az origd iranyaba.

Az egyik az A(40; 0) pontbdl indul és méasodpercenként 4 egységet tesz meg. A masik
a B(0; 30) pontbdl és masodpercenként 2 egységet halad. Ha egyszerre indulnak, hany
masodperc mulva lesznek egymdshoz a legkozelebb?

Rejtvény\

Hogyan valtozik a kiilonbozd szinii vonalak hossza,
ha a szakaszokat mindig felezziik, és félkoroket
rajzolunk rajuk?




86. abra

87. abra

HEGYESSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

6. Sikbeli és terbeli szamitasok
a szogfiiggvények segitségevel

Alédbbiakban a szogfliggvények alkalmazdsira mutatunk néhany to-
véabbi példat.

1. példa

Szamitsuk ki a 2 cm sugart kérben a 75°-0s kozépponti szoghoz tartozo
korszelet teriiletét!

Megoldas

A 86. abrarol leolvashatd, hogy a korszelet teriilete a megfelel korcikk
és kozépponti hdromszog teriiletének kiilonbsége. Emlékeztetiink rd,
hogy ha az r sugart korben o a korcikk kdzépponti szogének radidn-
ban megadott nagysaga, akkor a korcikk teriilete

s r2
ke 2 .
Mivel 75°=2rx - s rad = 5—” rad, ezért
360° 2
STy
_ 12 ), _ ST 5
te = cm” = — cm-.
2 6
Az ABO héromszog teriilete:
2.4 o
Lago = % = 2-sin75° cm?.

A korszelet teriilete:

=t —tpo = 5?75 cm? —2-5in75° cm? = 0,686 cm?.

Megjegyzés: A fenti gondolatmenethez hasonlé médon bizonyithatd, hogy az

P iz 2 P T, .. .
r sugarud kor radidnban mérve ornagysagi | 0 <o < — | kozépponti szogéhez
tartoz6 korszelet teriilete: 2

r .
t=—-(or—sinc).
> ( )

2. példa
Mekkora szdget zar be a kocka testatloja a végpontjabol induld lapatiokkal?

Megoldas
Az egyszerlibb szamolds végett legyen a kocka éle egységnyi hosszu.
Ekkor Pitagorasz tételébsl adoddan a lapatlok hossza J2. A87. dbran

lathaté ABC derékszogli haromszog o hegyesszogére vagyunk kivan-
csiak.



Mivel ebben a derékszogl hdromszogben a két befogd ismert, ezért

1 2

— =2 20,7071
JE 2 b 2

a = 35°16° = 35,27°.

tgor =

3. példa
Mekkora szoget zarnak be egymassal egy szabalyos tetraéder lapsikjai?

Megoldas

A kérdés megvalaszolasa el6tt emlékeztetiink a szabalyos tetraéder
fogalmara, és definialjuk, hogy mit érttink két sik hajlasszogén.

DEFINICIO: A szabdlyos tetraéder olyan haromszog alapu gila, szabalyos tetraéder
amelynek lapjai egybevagé szabalyos haromszogek.

DEeriNic1O: Tekintsiik a két sik metszésvonalanak egy pontjat!
Allitsunk merdlegest a metszésvonalra ebben a pont-
ban mindkét sikban! A két sik hajldsszoge ezen me- két sik hajlasszoge
rolegesek altal bezart szog. (8. abra)

88. abra 89. abra

Az egyszerlibb szdmolds érdekében legyenek az ABCD szabdlyos
tetraéder élei egységnyi hosszuak. (89. abra)

Ha F a BC él felez6pontja, akkor AF, illetve DF az ABC, illetve DBC
szabdlyos hdaromszogek magassdgai, ezért merdlegesek BC-re, és
AF = DF. Igy a fenti definici6 értelmében az AFD egyenld szari ha-
romszogben a szdrak altal bezart ¢ sz6g nagysdgdra vagyunk kivan-
csiak. Erdemes ezt a haromszoget kiilon is megrajzolnunk. (9. abra)

Pitagorasz tételét az ABF derékszogl haromszogre alkalmazva

AF = DF = /12—6)2 = \E = ?




HEGYESSZOGEK SZOGFUGGVENYEI

Az AFD haromszogben az alaphoz tartozé magassdg felezi ¢-t és AD-t,
igy ha E az AD él felezGpontja, akkor
1
Slnf_ﬂ_izlzjzo’5774,
AF 3 3 3
2
? < 35016,
2

¢ = 70°32’=70,53°.

Mivel a tetraéder szabdlyos, ezért barmely két lapsikja 70,53°-0s szoget
z4r be egymadssal.

4. példa

Egy 75 m hosszu egyenes lejtds ut aljarol az ut felsé végén levé emlékmi
40-0s sz0g alatt latszik. Milyen magas az emlékmidi, ha a lejtd hajlasszoge 20°?

Megoldas
A 91. abran feltiintettiik az adatokat is.

91. abra

ElGszor a lejté méterben mért y emelkedését hatdrozzuk meg.

sin20° = l,
75

75-sin20° = 75-0,342 = 25,65 (m).

y

Hasonl6an adddik, hogy a lejtd aljanak az emlékmiitdl vett x ,,vizszin-
tes tdvolsdga™:

x=75-c0s20°=75-0,9397 = 70,48 (m).

Igy az emlékmd & magassdgara nézve

g2 = X1
X
h = x-tg24°—y = 70,48-04452m~25,65 m = 5,73 m,

Tehat az emlékm( kozelitGen 5 méter 73 centiméter magassagu.



Feladatok

Egy korlapbdl kivagjuk a lehetd legnagyobb szabdlyos
a) hatszoget; b) nyolcszoget; c) tizszoget; d) tizenkétszoget.
Hény szazaléka a hulladék teriilete a korlap teriiletének az egyes esetekben?

Egy szabdlyos négyoldali gila (alaplapja négyzet, oldallapjai egyenld szard haromszogek)
alapéle 1 cm, oldaléle 2 cm hosszi. Szamitsuk ki

a) a szomszédos odalélek; b) a szemkozti oldalélek
szogének nagysagat!
3. Egy szabdlyos hatoldali gula (alaplapja szabdlyos hatszog, oldallapjai egyenlS szara
haromszogek) alapéle 4 cm, oldaléle 6 cm hosszd. Mekkora
a) az alaplap és egy oldallap; b) két szomszédos oldallap
altal bezart szog?

4. Szamitsuk ki az dbran lathat6 6tszog AB oldaldnak hosszat
és ismeretlen belsd szogeinek nagysagat!

Mekkora szdgben esnek a Nap sugarai a foldre, ha egy
villanyoszlop arnyéka
a) kétszer; b) haromszor; c) Otszor

c 10 cm D

akkora, mint az oszlop?

Egy hegy C csticsat a hegy labdndl levS A pontbdl a vizszinteshez képest 60°-0s szog alatt
latjuk. Ha az A pontbdl a vizszintessel 30°-os szoget bezard egyenes tton 1 km-t megyiink,
akkor olyan B pontba jutunk, amelyre CBA< = 135°. Milyen magas a hegy?

Egy utcai 1ampa két felfiiggesztési pontjanak tdvolsdga 8 m. A lampa a tdvolsag felez&pont-
jéban fiigg, belégdsa 12 cm. Milyen hosszu a huzal, és mekkora a vizszintessel bezdrt szoge?

8m

1

g 12¢cm

Milyen hossztak a hegyeszogek belsé szogfelez8inek haromszogbe esd szakaszai abban
a derékszogli haromszogben, amelynek 4tfogdja 4 cm hosszu, és az egyik hegyesszog
nagysaga

a) 45°% b) 60°% c) 75% d) 40°% e) 27°30°;  f) o?






