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Radnoti Katalin — Nagy Maria

A matematika szerepe
a természettudomanyos képzésben

z utébbi évtizedekben a felsGoktatas szé-
A lesre nyitotta a kapuit a tanulni vagyé

fiatalok el6tt. Ennek kovetkeztében sok
olyan hallgaté is bekertilt a rendszerbe, akinek
korabban erre nem lett volna lehetésége a ta-
nulményi elémenetele alapjan. Hazankban
2006 6ta az ugynevezett bolognai rendszerd kép-
zés folyik sok szakteriileten, mely lehet8séget
adott a tematikék Gjragondolésara. A korabbi
tapasztalatok alapjan fogalmazédott meg az
ELTE TTK vezetésében az, hogy a didkok fel-
késziiletlensége miatt sziikséges lenne Ggyneve-
zett felzarkéztatd tantérgyak bevezetésére az el-
s évfolyamokon, melyet azéta tobb felsGokta-
tasi intézmény is atvett. Ez meg is tortént, els6k
kozt a matematika, fizika és kémia tantargyak-
bdl. Ezen tanérék keretében az egyetemi okta-
tok a hallgatok kozépiskolai tudasanak hidnyos-
sagait igyekeznek pétolni. A matematika sok
szaktertilet fontos alapozé tantargya, igy kiemelt
figyelem fordul felé. Jelen cikksorozatunkban
ezt a témakort jarjuk kordl.

A matematikai tudast igénylé képzési terti-
letek nem csak a muszaki és a matematikus, fi-
zikus szakokat jelentik, hanem minden termé-
szettudomanyos szak, mint példaul a féldtudo-
many, a kérnyezettudoméany szakok is komoly
matematikai alapozést igényelnek. Azonban az
ez utébbi szakokra jelentkezd didkok a kdzépis-
kolaban fakultacids tantargyként nem a mate-
matikat vélasztjdk, hanem természettudoma-
nyos tantargyakat, f{6ként bioldgiat és foldrajzot.
Ez viszont azzal a kovetkezménnyel jar, hogy
matematikai alapjaik nagyon hidnyosak. Jelen
frasunkban a kozépiskolai matematikaoktatas

lehetséges céljait tessziik vizsgélatunk targyava,
majd fogalmazunk meg javaslatokat. Részlete-
sebben a foldrajz és a kémia tantarggyal valé
kapcsolatra tériink ki. A biolégiaval és a fizika-
val kilon cikkekben foglalkozunk.

A felsGoktatasba érkezd hallgatok tudaséaval
korabban is foglalkoztunk mér (Radnéti, 2007,
Palfalviné, 2009).

Az iskolai tanitas,
a kozoktatasi gyakorlat

Melyek lehetnek az iskolai tanitasi célok?

Tehetjiik fel a kérdést altalanossagban, hogy
téménkat bedgyazzuk az oktatasi kornyezet egé-
szébe. A vélaszok a kovetkezdk lehetnek, mint:
a muveltség, a kultira atadasa a kovetkezd nem-
zedéknek, értékkozvetités, szemléletformalas, kog-
nitiv folyamatok segitése, absztrakcids készség
kialakitdsdban valé kézremikédés, annak eld-
segitése, hogy a gyermekek képesek legyenek
tobb aspektusbdl is vizsgélni az eseményeket,
kiillénbséget tudjanak tenni az egymastél elvben
eltérs dolgok kozott, bele tudjanak helyezkedni
az egyes témakorok problémacentruméba, al-
talénos érdeklédés felkeltése a vilag iranyéaban,
tartés koncentralasra és figyelemre valé készség
kifejlédésének tdmogatasa, sajat koncepcidkra
val6 igény és azok megalkotaséra valé affinitas
kiépitésében vald szerepvallalds, alkalmazhatd
tudés, élethosszig tarté tanulas képességének ki-
alakitasa, a kulcskompetenciék fejlesztése, a gon-
dolkodas fejlesztése, az életre valé felkészités,
tudatos allampolgéarra (kozosségi emberré) vald
nevelés, és még sorolhatnank.
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Mik lehetnek az egyes tantargyak tanitasi
céljai?

Az iskoldban kiiloénbozé tantargyakat tani-
tunk, melyek hazankban a fels§ tagozattdl kez-
dédéen hagyomanyosan az egyes tudomanyok
leképezddései, annak legfontosabb fejezetei egy-
szerUsitett forméban. Az egyes tantargyak tanu-
lasi céljai a tartalmi vonatkozasban kettGsek:

— az adott tudoményba, annak logikajaba,
kérdésfeltevéseinek jellegzetességeibe, prob-
lémamegoldasi méddszereibe, jeldlési rend-
szerébe val6 bevezetés,

— maés tudoményok tanuldsanak/tanitasénak
el@segitése.

Minden esetben fontos a kulcskompetenciak
fejlesztése a fontosnak itélt tananyagtartalmakon
keresztill, tovabba az eszkoztudas biztositasa
a késdbbi tanulmanyokhoz, més tantargyak ta-
nuladsédhoz, melyek igen jelents célok a magyar
nyelv és irodalom és a matematika tantargyak
esetében. Ezért magas az 6raszama a tobbi

tantargyhoz képest a fenti tantargyaknak!

Mik lehetnek a matematikatanitas
célkitiizései?

A matematikatanités célrendszere is ketts
az el@bbiek értelmében. Kérdés ezek aranya.
Jelen frdsunkban arra szeretnénk ramutatni,
hogy az egyik nagyon fontos célja a tébbi tu-
domaény (iskolai tantargy) szamara megterem-
teni a sziikséges matematikai alapokat. Véle-
ménylnk szerint ennek az eszkdztudasnak a ki-
alakitdsa fontosabb célkittizés kell, hogy legyen,
mint a matematika, mint szaktudoméany vilaga-
ba valé bevezetés. Ugyanis joval kevesebb ma-
tematikusra van sziikség, mint amennyi — a ma-
tematikat magas szinten alkalmazni tudé — mér-
nokre, gazdasagi és természettudoméanyos terti-
leten dolgozé szakemberre. Valamint kevesebb
a kifejezetten a matematika felé orientalédo
emberek szdma, mint azoké, akiket olyan szak-
tertiletek érdekelnek, amelyek igénylik a mate-
matikat mint eszkozt a problémék megoldasa-
hoz val6ségleirasi folyamataik soran, vildgunk
mukodésének leirasdhoz.

Mi szerepeljen a tananyagban?

Mi a meghatérozé cél? Célkitlizés-e a felss-
oktatasra valé felkészités a kozoktatés soran,
vagy csak az érettségi vizsgéra kell koncentral-
ni? Mig a kordbbi id6kben a kozépiskolat vég-
zett didkoknak kortlbelil 10%-a tanult csak to-
vabb, ez az arany napjainkban mar 40% kortil
mozog. Régebben a kozépiskolak megitélése
szempontjabdl fontos mutaté volt az, hogy az
érettségizett didkjai hany %-at veszik fel a felsé-
oktatésba. Ez napjainkban mér igazabdél nem
mond sokat, hiszen példaul a gimnéaziumba jaré
tanulék jelentds része felvételt nyer valamilyen
felsGoktatasi intézménybe. Ennek alapjan azt
gondoljuk, hogy a kézoktatas éveiben nem csak
az érettségi vizsgara kell koncentrélni mér a tan-
anyag meghatéarozasanal sem, hanem tekintet-
tel kell lenni a felsGoktatas igényeire is. Es ter-
mészetesen ennek a szemléletnek az érettségi
kovetelmények meghatarozéséara, annak érté-
kelési rendszerére is hatéssal kell lennie.

Milyen felsGoktatasra készitsen fel a koézépis-
kola, példaul esetiinkben matematikéabél? Foly-
tathatjuk a kérdések sorat. Hiszen a fentiekben
leirt, az adott évfolyam kozel 40%-at kitevd fia-
tal sokféle felsGoktatéasi lehetéség koziil tud va-
lasztani, melyeknek csak egy része igényli jelen-
tésebben a tanulmanyok soran a matematikét.
Am kismértékben gyakorlatilag minden tertile-
ten jelen van a matematika a felsGoktatasi torzs-
anyagban. Példaul jogi, tarsadalomtudomanyi
karon folytatott tanulmanyok esetében valészi-
nlség-szamitashoz és statisztikdhoz kapcsolédd
matematikai elemek szerepelnek a tantervben.
A nyelvtanulas esetében a mondatelemzés so-
rén logikai kapcsolatokat hasznélnak, amelyek
hasonlésagot mutatnak a matematikai logikéa-
val. A nyelvészetben az informatika is igen nagy
szerepet foglal el. Zenemtivészet esetében a hang-
kozok, az Utembeosztds hordoz matematikai
tartalmat; utébbit a zenemd elején tortszammal
jeloljik, és a szamlalé azt mutatja meg, hogy
egy Utemben hany alapliiktetés van, a nevezd
pedig az alapliktetés ritmusértékére utal. Iro-
dalomban és az idegen nyelvek fonetikajaban is
nagymértékben jelen van a zenéhez hasonléan
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az idémérték, a ritmizalas és a hanglejtés, ami
matematikai tartalmat hordoz. Tovabb is fejte-
gethetnénk azt a tényt, hogy a matematikara
legaldbb kismértékben minden tertileten sziik-
ség van a tovabbtanulési lehetségek tarhaza-
ban attél fuggetlentl, hogy mely tudomény
mellett kotelezi el magat valaki.

A tanul6k kozil viszonylag kevesen hatéroz-
zak el évekkel az érettségi elétt, hogy milyen
irdnyban szeretnének tovabbtanulni. Sok didk
szinte csak az utolsé hénapokban dént. Tébben
meglehetdsen valtozatos helyekre jelentkeznek
egyszerre, annyira bizonytalanok. Példaul meg-
jelolnek jogi pélyat, valamilyen miszaki vagy
természettudoményos szakot és gazdasagi sza-
kot is. Szandékosan prébéltunk meg nagyon
kiilonbozé felsGoktatési lehetéségeket irni, mi-
vel azt gondoljuk, hogy nem elhanyagolhat6 az
ilyen jellegd jelentkezések aranya. Példaul fizika
alapszakon eléfordul olyan csillagész szakira-
nyos hallgaté, aki mellette diploméaciat tanul, és
van olyan is, aki a fizika szak elétt elsé szakként
politolégiat valasztott.

Tehét a kérdés az, hogy miként is hatéroz-
zuk meg a tananyagot, kiknek az igényeit tart-
suk szem el6tt? Azon tanuldk érdekei legyenek-e
a meghatérozdak, akik biztosan nem matemati-
kai irdnyban tanulnak tovabb, vagy valamilyen
szinten mégis figyelembe kellene venni azokat
a tanuldkat is, akik csak késébb déntenek, illet-
ve akiknek a matematika nem 6énmagaban lesz
fontos, hanem segédtudoméanyként?

Azt lehet mondani, hogy akik biztosan ma-
tematikai jellegi tovébbtanuldsra gondolnak,
azok valasszdk a fakultaciét, és ott felkészitést
kapnak az emelt szintd érettségihez. Itt biztosan
megkaphatjak azt a tudast, mely elegendd lehet
a muszaki és természettudomanyi alapozé ma-
tematika kurzusok sikeres teljesitéséhez, majd
a késdbbiekben ezen ismeretek felhasznéalasa-
hoz a szakmai tantargyakban. Megjegyzendd,
hogy a szomoru helyzet az, hogy a matematika
fakultacié keretében sem feltétlentil részestilnek
az altalanos, nem specidlis matematika tanterv-
ben tanulék a kell§ plusz szaktargyi ismeretek-
ben. A matematika BSc képzésben tanulék egy

része is csak a leggyengébb, normal szintet va-
lasztja a normaél, halad6 és intenziv kurzusok
koziil, mert 6nértékelése és a bevezetd héten irt
kritériumdolgozata eredménye szerint is hia-
nyossagok lelhet8ek fel elSzetes ismereteiben.
Ezen hallgaték a késébbi szakiranyvalasztés fo-
lyamataban az elemzé vagy a tanéri szakirany
mellett dontenek. Utébbit gyakorta nem azért
vélasztjdk, mert ezt éreznék hivatadsuknak, ha-
nem mert jobb elhelyezkedési lehetéséget lat-
nak benne, illetéleg mert az elemz§ szakirany-
hoz nem tartozik felséfoki mesterképzés (MSc),
tovabbi 6svény a tudas fénylS elemeinek felde-
ritéséhez. Az elemz8 szakirdny elvégzése utan
lehet8ség van természetesen példaul alkalma-
zott matematikus MSc-re jelentkezni, de ekkor
az alapképzésen meg nem szerzett elGismeretek
hidnya miatt adddik problémaja a hallgaték-
nak; ezért is kevés az ezen utat vélasztok szama.
Az el@bbieken kivill az még problematikusabb
a matematika alapképzést folytaték korében,
hogy nem csak a magasabb szintd kurzusok je-
lentenek sokaknak nehézséget, hanem a nor-
mal szintd targyakat sem tudjék sikeresen, vagy
a minimdlis szintnél jobban teljesiteni, és ez
nagy kudarcélményt jelent szamukra. Tovabba
a leendd tanérok, matematika majorosok (elsé
tanari szak), fizika minorosok (mésodik tanari
szak) esetében gyakran megfigyelhetd, hogy bér
a matematika torzsanyag keretében nem jelent
problémat targyaik teljesitése, de fizikas targyaik
kevésbé sikeresek. Ennek oka az, hogy hianyzik
a megszerzett tudas alkalmazasénak készsége,
az annak eszkozként vald kezeléséhez sziiksé-
ges elmélyiilt tudasrendszer. Az eszkdzok ne-
hézkes alkalmazéasi készsége nemcsak a fizika
minorosoknél figyelhet6 meg, hanem a fizika
majorosokndl, illetve a nem tanér szakirdnyos
fizika alapszakos hallgatok koérében is. Ez szin-
tén arra vezethetd vissza, hogy béar ezek a hall-
gaték tobbnyire matematika fakultaciora jartak
kozépiskolas tanulmanyaik sordn, mégsem ré-
szesiiltek a megfelel§ szemléletformalasban, is-
meretszerzésben. Gyakorlatunkban is t6bbszor
fordul eld, hogy ismeret szinten is hidnyossa-
gaik vannak, nem csak az alkalmazés tertletén.
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Tehét elmondhaté, hogy akkor sem feltétlentil
kapja meg a felsGoktatashoz sziikséges elGzetes
tudés elsajatitdsanak lehetéségét egy kodzépis-
kolas, ha méar idejekoran hatarozott, konkrét el-
képzelései és célkitlizései vannak jovSképére
vonatkozéan. Es 6k még az a réteg, akikre jobb
lehetéségek véarnak.

De mi lesz azokkal, akik a kozépiskola utol-
s6 évében tudnak csak donteni? Mi lesz azok-
kal, akik olyan természettudomanyi jellegd fel-
sGoktatasba késziilnek, ahol elvart, hogy termé-
szettudomanyos tantargyakat vélasszanak fa-
kultacidként? Példaul a biolégusnak késziilé di-
4k biologiat és kémiat, a kornyezettan szakra
készilé biolégiat és foldrajzot fog vélasztani.
Tehat a matematikat csak a ,normal” kozép-
szinten tudja tanulni, majd kdzépszinten érett-
ségizik. Ezutan az elsd félévben szembestl azzal,
hogy a matematikai tudésa nagyon hianyos.
Mikor ezt a problémét az ideélisnal gyorsabban,
hirtelen prébaélja orvosolni a tanulé és a felsé-
oktatési intézmény egylittes erdfeszitése, akkor
pszichikailag gétolja ezt a folyamatot, hogy a fris-
sen felsGoktatasba csoppent hallgatét sokként
éri az a felismerés, miszerint rendkivil hianyos
az elBzetes tudéasa, és kilén trauma a hatalmas
mennyiségd Gj ismerettel valé szembetalédlkozas
— mely ismeretek nagy részének nem kellene

A-fogalmi-fejlddés-csigahdz-modelljeq

—T

Ismeretekbdviléseq ™

lsmeratszarzésicikiusokf

|
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Absidagosaly

1. dbra
A fogalmi fejlédés csigabdz modellje

Ujnak lennie. Az is nagymértékben hétréltatja a
felzarkozast, hogy a hallgaté — teljesen érthetd
okokbdl — megijed az Gjtdl, hiszen az ember
szamara az ismeretlen leggyakrabban rémiszté
dolog, féleg, ha éppen ekkor véltozott meg a
kornyezete is (elStte legalabb 4 évet toltott a
megszokott kozépiskoldjanak falai és ismerds
didktarsai kozott), s az Gj dolgok hirtelen és
nagy mennyiségben szakadnak a nyakéba.

Mi jelenti a kozépiskolai matematika tan-
anyag legnagyobb hidnyossagat? — tehetjiik fel
a kovetkez$ kérdést. A vélasz a matematika tan-
anyagbdl tébb, mint harminc éve ,szamuzott”
differencidl- és integralszamitas. Mely pe-
dig alapvetd eszkoz mar a legegyszer(bb fizikai
fogalom, a sebesség definidlasahoz is, tovabba
nélkilozhetetlen a természeti jelenségek és fo-
lyamatok leirdsahoz. Emellett a vektorszamitas
elemei is nagyon hianyosak a kézépiskolai tan-
anyagban.

A matematika tanitésara kifejezetten jellem-
z8 a fogalmak lassu érlelése, t6bbszori visszaté-
rés az egyes témakorokre, minden esetben csak
kicsit bévitve azokat, melyet csigahazas abrank-
kal szemléltethetiink (1. dbra).

Altalanossagban elmondhaté, hogy a mate-
matika a tal lassi haladési titeme miatt szinte
minden esetben késébb tanitja a més tantargyak
tanitdsdhoz eszkozként sziikséges tartalmakat.
Ez pedig nagyon megneheziti azok tanitasat!
Sok egyéb mellett ez is oka lehet annak, hogy
a tobb matematikéat igénylS, sét a matematikat,
mint leirdsi nyelvet alkalmazé fizika tantargy
annyira népszerGtlen a didkok kérében. A dia-
kok nagyon nagy részének szemében a redlidk
megfoghatatlanok, érthetetlenek, azt nyilatkoz-
zak réluk, hogy gyengén megy nekik és ez nem
az & vildguk. Ennek egyik oka, hogy ezeken az
6rakon nagyrészt a nem értésbdl ereds kudarc-
élményekkel szembesiilnek a sikerek helyett.
Pedig a természettudomanyok altal magyaraz-
haték a mindennapok torténései, jelenségei, az
események kapcsolata, maga a természet és az
élet. A tanulékhoz példaul ugy vihetd kozelebb
e tudoméanyok szemléletmédja, ha megfelel§
eszk6zok allnak a rendelkezésre, ezéltal ért-
hetébbé lehet tenni a nehéznek és absztrakt-
nak tartott tantargyakat.
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A kozépiskolai tankényvek és a jelenleg leg-
gyakrabban hasznalt tanitasi médszerek is meg-
lehet@sen szarazon, képlet-orientéltan, a mélyebb,
érdekes részeket kihagyva ismertetik a fizikat.
Példaul a feladatmegoldéasok teljes algoritmuséat
irdnyité munkafiizetek, az értés nélkiili betanu-
last jelentd tanulasi technikéat partoljak, leszok-
tatjak a tanulékat a gondolkodasrél. Ettdl
kényelmesebbé valik a tanulas/tanitas, azonban
a tudomanyos szemléletformalés teljes gatjat
jelenti, mely a val6 életben és a felsGoktatas
szinterén bosszulja meg magét. A kizéarélag al-
goritmikus tudas, illetve a képletbetanulas e cikk
szerzGi szerint rendkiviil negativ hatassal van
a gondolkodasi attitidok fejlédésére és
alakulasara, valamint az 6nallé6 koncep-
cioformalas képességének kialakulasara
nézve. fgy ugyanis a didkok nem értik meg
a fizikai fogalmak valddi jelentését, nem a fizikai
jelenségeket latjak, hanem csupén a matemati-
kai reprezentéciét és a megoldasi miveletet —
minden mogottes tartalom nélkiil —, ami ugyan
nagyon fontos, de nem 6nmagaban, hanem
a fizikai fogalmak kialakitasdhoz vezet§ eszkoz-
ként, a jelrendszer altal hordozott informécié-
tartalom miatt.

A matematikai eszkdzok hasznélata pedig
segiti a mélyebb megértést, a fizikai fogalmak
kialakitasat. Valamint a matematikénak a fizikai
fogalmak kialakitasdban val6 szerepvallalasaval
az is egyltt jar, hogy egy adott elvonatkoztatott
matematikai apparatus megfoghatébba valik.
Tehét ekkor a matematika, mint eszkoz se-
giti a fizika szakmédszertant, és visszahatva az
igy kialakitott fizikai fogalmak is segitik a mate-
matika moddszertant azzal, hogy valésagos,
megfoghaté jelentést adnak az eszkdzként hasz-
nalt matematikai formuléknak, elveknek. Am ez
a modszer csak akkor mikodik, ha az adott
hallgatésagnak megfelel§ szinten, ideélis mate-
matikai mélységekig eljutva alkalmazzuk. Am
a jelen helyzetben szinte csupan a speciélis
matematika tagozatosok el6képzettsége elegen-
d6 még a legalapvetdbb fizikai problémék ilyen
jellegd targyalaséhoz is. Holott nem til nehezen
elsajatithaté szemlélet ez, a matematikat (diffe-
rencidl- és integralszamités, vektorszamités ele-
mei, analizis alapjai stb.) széleskorden és éaltala-
nosan alkalmazé felfogasméd egy kozépiskolas
szaméra, sz6 sincs arrél, hogy nem elég érettek

a gyerekek hozza. A korabbi kozépiskolai ma-
tematika tankonyveknek ezek a fejezetek részei
voltak. A fizika tankényvekben pedig evidens
volt ezen matematikai eszk6zok hasznélata. Er-
dekes, hasznos, és érthetébbé teszi a tanulmé-
nyokat az egyes tudomanyok kozti kapcsolat
megteremtése. Tobbek kozt ezért lenne fontos,
hogy megvalésuljon a fizika és a matematikai
eszkozok egylittes, egymassal koordinacidban
térténd tanitasa (Nagy, 2013).

A matematikai tudas alkalmazéséaval kapcso-
latban &ltalaban a kdvetkezd nehézségek szok-
tak felmertilni:

— Hiaba tanulta mér matematikaéran a diak
az adott téma feldolgozasdhoz sziikséges
ismeretet, a transzfer nehéz, az 4j hely-
zetben val6 alkalmazas nem konnyd.

— Sokszor mas betiket is hasznalnak az
egyes természettudomanyos témakorok
matematikai lefrdséandl, mint a matemati-
kadran. Ez természetes, hiszen a betdjelek
réviditések. De a didkok a matematikadréa-
kon az ismeretlen mennyiség, illetve a ko-
ordinaték jelolésére szinte mindig csak az x
és v betiket haszndljak, igy az dsszefliggé-
seket is mar csak ezekkel felirva ismerik fel,
mely utal arra, hogy tudasuk csak mecha-
nikus, a betanulas, nem pedig az értelme-
zés technikajat jelent§ tanulési folyamat
eredménye.

— A természet jellemzéséhez bevezetett meny-
nyiségeknek tobbnyire mértékegysége is
van, amivel szintén matematikai muvele-
teket kell végezni. Ezt dimenzi6analizisnek
nevezik, mely sokszor hatalmas segitGje
a természettudoményoknak. Hiszen egy
kapott mennyiség helyességét nem az tiik-
rdzi, hogy arra prébalunk rajonni, hogy jé
képletet hasznéltunk-e, hanem az, hogy
megnézziikk, milyen mas mennyiségekbdl
szarmaztattuk az eredményt, s az ezek
mértékegységeivel végzett megfelel6 mu-
veletek eredménye ugyanaz-e, mint a ka-
pott eredmény mértékegysége.

A tovabbiakban éattekintjiik a matematika és
a természettudomanyos tantargyak kapcsoléda-
si pontjait, a 2012-ben megjelent Gj Nemzeti
alaptantervet és az annak alapjan készilt ke-
rettanterveket tekintve alapként.
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A matematika és a természettudoma-
nyos tantargyak kapcsolata

Foldrajz

A térképi méretardny foldrajzérai hasznéla-
tanak nehézségei alapvetSen arra vezethetdk
vissza, hogy a hozza sziikséges matematikai tu-
dassal még nem rendelkeznek a gyerekek.
Megtanuljadk monddkaszerden, hogy ,,ami a tér-
képen 1 cm, az a valésagban x cm”, de ezt ér-
telmezni nem képesek. A méretardnynak a tér-
képen hasznélatos felirasi mdédja (pl. 1 : 1000)
szamukra ekkor — matematikai tanulmanyaik
alapjan — tortet, eqy mennyiség aréanyos felosz-
tasét jelentheti.

A masik problémét a gombfelszin és a sik
koz6tti projekcioé jelenti. Hogyan lesz a gémb-
felszinbdl sik térképlap? A térképészetben na-
gyon fontos ez a kérdés, a tudomanyéag alapjat
jelenti. A szemléltetéshez az ugynevezett na-
rancsmodellt lehet hasznélni, mely a kdvetkezd:
a gyumolcs felszinére rajzolunk egy hélézatot,
melyet hdmozassal levélasztunk a gémbrdl, és
kiteritjiik a sikba. Ennek elmaradasa esetén
a gyerekek a térképet a matematikai altalano-
san haszndlatos Descartes-koordinatarendszer-
rel azonositjak tudatukban, és ettdl kezdve ér-
telmezhetetlen szdmukra a szélességi és a hosszu-
sagi korok egymashoz viszonyitott helyzete, el-
nevezése és szamozasa, s mindezek miatt a hasz-
nélatuk pszichés korlat alatt is allhat. A szélessé-
gi és hossziisagi korok egymassal azonos térké-
pi (és nem foldgdombi) elemekként élnek a gye-
rekek képzetében, csak annyi kiillénbséget vél-
nek kozottiik, hogy az egyik vizszintesen, a méa-
sik fliggblegesen hizodik. Ebbdl az is kdvetke-
zik, hogy négyzethaléként fogjék fel (mint a ke-
resGhéalézatot vagy a turistatérkép kilométer-
hélézatat). Ugyan a gombi koordinatdk hasz-
nélata sokkal magasabb matematikai ismeret-
szintet kdvetelne meg, de helyette modellal-
kotas segitségével a probléma orvosolhaté.

Ezen kivil a foldrajztanitas fontos elemeit
képezi a kiilonbozs statisztikai jellegd adatok
kezelése, mint példaul iddjarasi, éghajlati és
gazdasagi statisztikdk. A gyerekeknek feladatuk

2

is a kilonboz4 statisztikai adatok gydjtése, elem-

zése és abrazolasa. Ehhez kapcsolédéan adatok
rendezése, osztalyokba sorolasa, tablazatba ren-
dezése, &brézoldsa, és ezekbdl kovetkeztetések
levonésa.

Kémia

A kémia tanitdsdban nagymértékben tdmasz-
kodunk matematikai ismeretekre, melynek be-
mutatésat révid tudomanytorténeti kontextus-
ban tessziik meg a téma fontossédga miatt.

A 18. szazadra jutott el a kémia olyan fokra,
hogy a kémikusok a fizikusokhoz hasonléan, il-
letve téluk Kkicsit ellesve, elkezdtek kvantitativ
Osszefliggéseket keresni, melyekkel a kémiai
folyamatok lefrhatok. Ezek birtokdban lehetett
ténylegesen tisztazni az elem — vegytilet — keve-
rék fogalmakat, melyek a kémia alapfogalmai.

A kémiai elem fogalménak kialakulasaért
sokat tett és egyben bdvitette az elemek soréat
a francia Antoine Laurent Lavoisier, aki felesé-
gével kozosen végezte kutatasait, melynek fon-
tos eszkoze volt a mérleg. A kémikusok addig
nem végeztek méréseket, csupan megfigyeltek
és leirtdk megfigyeléseiket. Lavoisier gy gon-
dolta, hogy sokkal fontosabb megmérni azt,
ami mérhetd, és a tomeg éppen ilyen volt. Ki-
sérletei rendszerint nem voltak Gjak, f6ként ko-
rabbi munkékat ismételt, de egészen mas szem-
pontok vezették, mint elédeit. Mar els6 mun-
kéja is a mennyiségi elemzés szlikségességét hir-
dette. A tbmegmegmaradast a kémiai folyama-
tok alapelvének tekintette. A levegé és a viz 6sz-
szetett voltanak a felfedezése, az oxigén, a nit-
rogén és a hidrogén megismerése kapcsan a mai
felfogashoz hasonléan mindsitette az egyes
anyagokat elemmé. Szerinte az elemeket nem
lehet tovabb bontani.

A Laviosier mutatta dton a kémikusok el-
kezdtek keresni, majd felfedeztek bizonyos szam-
szerlleg kifejezhetd torvényeket. A kézombosi-
tésnél, majd késébb az oxidok képzddésénél
rdjottek arra, hogy a vegytletek csak bizonyos
meghatarozott témegaranyok szerint johetnek
létre, a keverékek esetében viszont tetszéleges
lehet az arany.

Keveset szoktak hivatkozni a német Jere-
mias Benjamin Richterre, aki rendkiviil nagyra
tartotta a matematika szerepét a kémiaban és
szerette volna a fizikdhoz hasonl6an a kémiét is
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kvantitativ tudoméannyé tenni. Doktori disszer-
tacidjanak a cime is az volt, hogy ,,A matematika
alkalmazésa a kémiaban”. O vezette be a ké-
miai szamitdsokra az azéta is hasznélatos szto-
chiometria elnevezést.

O volt a titralas folfedezsije is. Rajott arra,
hogy az azonos mennyiségd (stlyd) savat sem-
legesit kiulonbozé mennyiségd (stlyd) bazisok
egyenértékiek egymassal. 1792-ben azt is leir-
ta, hogy a kémiai reakcidkban a vegytiletek min-
dig azonos sulyaranyban reagélnak egymaéssal.
Joseph-Louis Proust-tal egyttt kimondta, hogy
az egyes vegyliletekben az elemek allandé sily-
ardnyban szerepelnek, ezzel az Gjkori atomel-
mélet el6futarava valt.

Proust tovabba felismerte, hogy ha két elem
egymassal tobbféle vegyiiletet alkot, akkor az
aranyok ugréasszerden valtoznak és minden ve-
gyilet hatérozott toémegarannyal rendelkezik.
John Dalton (1766-1844) jott ré arra, hogy ha
két elem tobbféle vegyliletet alkothat egymaés-
sal, akkor az egyik elem azon mennyiségei, ame-
lyek a maésik elem ugyanazon mennyiségeivel
képesek vegylilni, gy arénylanak egymaéshoz,
mint a kicsiny egész szamok. Ez a tény termé-
szetes médon kovetkezik az atomelméletbdl.
Dalton atomelmélete azonban kilénbozik min-
den addigi atomelmélettdl, mivel mennyiségi
értelmezést is ad! (Balazs és mtsai, 1981)

A kémia oktatésa soran alkalmazott szamita-
sok alaptorvényei tehat a kovetkezéképp fog-
lalhatok ossze:

— Az dllandé tbmeguiszonyok térvénye (Proust,
1799). Az elemek meghatérozott tomeg-
aranyban egyesililnek egyméssal. Barmely
vegylletben az alkotéelemek témegaranya
allandé érték. Példaul a vizben a hidrogén
és az oxigén tomegaranya 1: 8.

— A tobbszérés témeguiszonyok térvénye
(Dalton, 1804). Ha két elem tobbféle to-
megviszony szerint egyesil egymassal, ak-
kor az egyik elem meghatarozott mennyi-
ségével a masik elem olyan mennyiségei
vegyllnek, amelyek Ggy viszonyulnak egy-
mashoz, mint az egyszerd egész szamok.
Példaul a hidrogén és az oxigén vizzé és
hidrogén-peroxidda is egyestilhet. A hid-
rogén és az oxigén tomegaranya a HoO-
ban 1:8. A hidrogén és az oxigén témeg-

aranya a HyOs-ben 0,5:8, vagyis 1:16.
Az oxigén azonos mennyiségével vegyils

hidrogén témegaranya a két vegyiiletben
1:0,5 vagyis 2:1.

Osszefoglaléan: az anyag részecskékbdl &ll
(ezek tomege egymastdl kiilonbozs), melyek
egymassal kolcsonhatésba lépnek a kémiai fo-
lyamatok soran. Mérleggel sok részecske egyiit-
tes tbmegét, vagy mérShengerrel azok egylittes
térfogatat tudjuk megmérni, A reakcidk eseté-
ben azonban a részecskék szama a donté. Ezért
kell sokszor kiszamitani a kémiai szamitasok so-
ran a reakcidban részt vevé anyagok témegé-
bdl, illetve a térfogatabdl a részecskék darab-
szamat, vagy — ami ezzel egyenesen aranyos —
a molok szamét.

A kémiai szamitasok soran fellépé matema-
tikai nehézségek: A leggyakrabban alkalmazott
matematikai eljaras az egyenes ardnyossdg hasz-
nélata és az egyszeri egyenletrendezés a reak-
cibegyenletek esetében. Hidba tanuljak meg ma-
tematikadran ennek a hasznélatat, de mint min-
den esetben, gy itt is nehéz a transzfer a gye-
rekek szamara. Vagyis az egyfajta kontextusban
megtanult eljarasokat csak nehezen tudjak 4j
szituacidban, egy teljesen masfajta kontextusban
eredményesen alkalmazni. Ennek &thidalasa
véleményunk szerint a kétféle tantargyat tanitd
kolléga komoly egytittmdkodését igényli. Cél-
szerd a matematikadrdkon kémiai jellegli pél-
dékat is megbeszélni, mig kémiadrékon a tobbi
egyenes aranyossag feladattal, az egyenletren-
dezéssel valé hasonlatossagot kiemelni. Ekkor
a kordbbiakban a fizikédnél irtakhoz hasonléan
a matematika segitené eszkézként a ké-
mia szakmédszertant és visszahatva: az igy
kialakitott kémiai fogalmak is segitenék a ma-
tematika szakmoddszertant: a valdésagos, meg-
foghaté, materidlis mivoltukkal jelentést adnéa-
nak az eszkdzként hasznélt matematikai formu-
laknak, elveknek. S az is kifejezetten elényos vol-
na, hogy igy a matematikadran kiviil a fizika, a
kémia és a tobbi természettudomanyi tantargy
keretében hallandk az oda tartoz6 matematikai
ismereteket. Ezt a médszert alkalmazva

— egyrészt megtorténik a tananyag atismétlése,

— masrészt megkezd4dik a betanult, leginkabb
algoritmikus szintd tudés absztrakt szintre
emelése,
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— harmadrészt a természettudomanyok sza-
maéra legfontosabb eredményként ez meg-
teremtené a valddi problémék vizsgalata-
nak és elemzésének megfelel§ szemléletben

sz

torténd targyaldsahoz sziikséges szférat.

Tehat rendkiviil elényds lenne a természet-
tudomanyok integralt szemléletben torté-
né tanulasa/tanitasa.

Kémiai egyenletrendezés

A matematikai ismeretek egyik fontos alkal-
mazdsa a kémia tanuldsa sordn a kémiai egyen-
letrendezések témakére. Valbjaban ezek is al-
gebrai egyenletrendezések, csak itt nem kiilon-
bozé véltozok vannak, hanem helyettiik az egyes
kémiai elemeket jelols vegyjelek egyiitthatéinak
kell megegyeznie az egyenlet két oldalan (ez hol
als6 indexben szerepel, hol a vegyjel elétt, attél
figgden, hogy milyen Gj vegytilet keletkezik a fo-
lyamatban).

A reakci6egyenletek — mint eszmei modellek
— a kémiai atalakulds mas-més aspektusat ra-
gadjdk meg, emelik ki. Ennek hérom szintjét
kiilénboztethetjiik meg, mint

1. az Ggynevezett szbegyenletek csak a reak-
ciéban résztvevd anyagok mindségét hang-
sulyozzadk, melyeket a kémidval val6 is-
merkedés els§ szintjén, a 7. évfolyamon
célszerd alkalmazni,

2. a sztbchiometriai egyenletek a kémiai &t-
alakulds mennyiségi viszonyait is leifrjak,
melyeket a késébbi tanulmanyok soran al-
kalmazunk,

3. a reakciémechanizmusok pedig a kémiai
véltozés molekuléris szintd térténéseit hang-
stlyozzak, melyeket méar inkabb csak a fel-
s6bb szinten tanuldk, illetve a kutatéasban
tevékenykeddk alkalmaznak.

A reakci6egyenletek rendezése fontos a ké-
miai ismeretek szempontjabél, a kémiai ,,beszéd”
igen lényeges része, ugyanakkor a gyerekek ne-
hezen értik meg. A sztochiometriai egyenletek-
nek (rendezett reakciéegyenleteknek) kilono-
sen nagy szerepik van a kémiai szamitasokban,
a kémiai reakcidk leirdsdban. A sztdchiometriai
egyenletek felirdsa szamos kémiai ismeretet
(a reakciéban résztvevé anyagok és vegyje-
lik/képletik, valamint a kémiai reakcidkra is

érvényes megmaradasi tételek ismerete) felté-
telez, és bizonyos matematikai készségeket
(egyenletrendezés) is igényel.

A leggyakrabban el6fordulé ,megoldas” —
féként altalanos iskoldban, de sokszor még ko-
zépiskolaban is —, hogy a gyerekek az egyutt-
hatékkal egyiitt betanuljdk az egyenletet.

Az egyenletirdssal kapcsolatban a legfonto-
sabb az anyagmegmaradés hangsilyozasa, ezt
haszndlja ki az ugynevezett mérlegelv, amivel
még egy Kkicsit szemléletessé is tehetd az egyen-
letrendezés. A gyerekek sokszor nem értik vilago-
san, hogy hogyan kellene megvalésulni az anyag-
megmaradés elvének. (Természetesen, ha mér
az egyenletrendezés utan felirjdk a tomegeket,
az trivilis, hogy a bal oldalon szerepl$ anyagok
Ossztbmege egyenlé a jobb oldalon szerepld
anyagok ossztomegével.) A leggyakoribb meg-
lepetés, hogy a kiindulasi oldalon felirt mélok
szaménak Osszege nem egyezik meg a keletke-
zési oldalon szereplé mélok szamanak dsszegé-
vel. A megértést a részecskekép nagymértékben
segiti: bar a kémiai részecskék megvaltoznak
(elektront vesznek fel vagy adnak le, megvalto-
zik az oxidéaciés allapotuk, illetve mas részecské-
vel kapcsolédnak 6ssze, mint addig, de a sza-
muk nem valtozik meg). Ha ezt megértik a ta-
nuldk, akkor lehet tovabb finomitani a megérté-
si folyamatot. A legtébb egyenletet lehet ren-
dezni a réanézésre toérténd egyenletrendezési el-
jarasokkal. A magyar didkok egyértelmien ezt
az egyenletrendezési stratégiat kedvelik.

Az egyenletrendezési eljarasnal sok hiba for-
résa az, hogy a rendezett reakci6egyenletben
nem irjuk ki az 1-es egyitthatét. Ezért a tanu-
16k gyakran Ugy veszik, mintha a rendezetlen
egyenletben is a képletek elétt 1-es szerepelne.
Az egyenletrendezés tanitasa soran ra kell szok-
tatni a tanulékat arra, hogy frjak ki az 1-es egytitt-
hatét is, igy egy fontos hibaforrast sikertl kiik-
tatniuk.

Példaként nézziik, hogyan rendezhetd a ko-
vetkezd reakciéegyenlet:

KBr + KBrO3 + HCI — Bry + KCl + HyO

A reakciéban résztvevd elemek szama: 5,
tehét a felirhat6 fliggetlen egyenletek szama is
ennyi kell legyen: 5. A reakcidban résztvevd
kémiai anyagok, idegen széval a reaktéansok
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szama: 6. Probaljuk meg a reakci6egyenletet
algebrai mddszerrel rendezni! Jeloljik a reakci-
Oban résztvevs egyes kémiai anyagok keresett
egyutthatéit a, b, ¢, d, e ismeretlenekkel, egy
egyltthatét pedig 6nkényesen 1-nek vélasz-
tunk, mely legyen az elsé anyag, a KBr!

1 KBr + a KBrO3 + b HCl —
¢ Brg + d KCl + e H,O

A felirhaté6 anyagmérleg-egyenletek az egyes
elemek esetében:

Kra: 1+a=d
Brra: 1+a=2c
O-re: a=e
H-re: b=2e
Cl-ra: b=d

Ezek egyben fiiggetlen egyenletek is. Az egyen-
letrendszer megoldésaként a kovetkezd egyiittha-
tokat kapjuk: a=1/5, b=6/5, c=3/5, d=6/5,
e =3/5. Az igy nyert egytitthatékat 5-tel szoroz-
va jutunk el a végeredményhez (azért szorozzuk
be ,,0nkényesen” 5-tel, mert a kémidban egész
szamokkal szeretink dolgozni, itt pedig éppen 5
a szerepld tortek nevezdje):

5 KBr + 1 KBrO3 + 6 HCl =
=3 Bry + 6 KCl + 3 H,O

Megemlitjiik, hogy egyébként bonyolultabb
uton is eljuthatunk az egytitthaték meghataro-
zdsédhoz. Ekkor a legkisebb kozos tobbszords
matematikdbdl ismert fogalmat hasznéljuk fel.
Tehat a kémidban tobb matematikai elem ko-
z6tt a szdmelmélet kap szerepet, melynek hang-
stlyozasa fontos lenne matematikaéran. Erde-
mes lenne kémiai példak keretében feldolgozni
a szamelméleti fogalmat.

Természetesen egyszerlbb reakciéegyenle-
tek esetében nem sziikséges ténylegesen felirni
a matematikai egyenletrendszert, de a megol-
das médja, logikaja hasonlé.

Az egyenes aranyossag minden kémiai jel-
legl szamitasi feladat alapja.

Az egyenes ardnyossagon kivil fontos még
a 10 hatvanyaival valé szémolas a részecskék
nagy szama miatt, tovabba a logaritmus, kozép-
iskoldban a tizes alapu logaritmussal valé sza-
mitasok ismerete a pH fogalom miatt.

A pH fogalom matematikai jellegli megér-
tési nehézségei

A tovabbiakban egy 2010-es kémia felmé-
résben szerepelt, a pH fogalom alkalmazéséaval
kapcsolatos feladat megoldottsagét elemezziik,
mely alkalmas a megértési nehézségek szem-
léltetésére. A felmérésben 1582 elsGéves hall-
gaté vett részt, akik valasztott szakjéhoz fonto-
sak a kémia ismeretek, mint vegyészmérnok,
biomérndk, kérnyezettan stb. szakos hallgatok.
A feladat szbvege a kovetkezd volt.

Séoldat készitése:

a) ElsG lépésben 2-es pH-ju, 36,47 g HCI-t
tartalmazé sésavat 100-szorosdra higitunk.
Mennyi lesz a higitott oldat pH-ja?

b) Masodik lépésben 12-es pH-ju 40 g natri-
um-hidroxid-ot tartalmazé oldatot 10-sze-
resére higitunk. Mennyi lesz a higitott ol-
dat pH-ja?

¢) Mennvyi lesz az oldat pH-ja, ha a két olda-
tot Gsszedntjiik?

d) Mennyi konyhasé keletkezik?

e) Hany liter séoldat keletkezett?

Megoldds

A pH egy vizes oldat kémhatésat (savassa-
gat/lugossagat) jellemz8 szam. Definicidja sze-
rint az oldatban 1évé H* (hidrogénion) kon-
centracié negativ logaritmusa. Pontosabban
a H3O* hidroxénium-ioné.

A tiszta vizben végbemegy egy egyensilyi
reakcié, melynek sorén 1 liter vizet alkoté viz-
molekuldk koziil 10~7 mélnyi vizmolekula egy-
egy protont ad 4t 107 mdlnyi méasik vizmole-
kulanak (25 °C-on) a kdvetkez8 reakcid szerint:
Hzo + HQO - H30+ + OH-

Erre az egyensilyra vezetS folyamatra felir-
hat6 a kovetkezd:

Ky, = [H30*][OH] =
=107 mol/dm3 - 107 mol/dm3 =
=101 (mol/dm3)2

A K, a viznek az tUgynevezett egyensulyi
allandéja, neve vizionszorzat.

A szdgletes zardjellel a megfelel§ ionok mo-
laris koncentraciéjat jeloljuk.
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Ebbdl kovetkezik: tiszta vizben és semleges
kémhatéast oldatokban:
e [H30%] = [OH] = 10~7 mol/dm?3
e pH=-gl07=7

Savak és lugok hig vizes oldatadban az egyen-
suly eltolédik, de a kétféle ion moléris koncent-
racidjanak szorzata (K;,) alland6 marad.

Lehetne a pOH-t is definialni, mely 14 — pH.

a) A feladatban a pH = 2 azt jelenti, hogy az
oldat oxéniumion koncentréciéja 102 mol/dm3.

Az oxéniumionok a HCI és a viz kélcson-
hatasabdl keriilnek az oldatba.

HCI + HyO = H;0* + CI-

A feladatban szerepld 36,47 g HCI éppen 1
mol, tehat ebbdl 1 mdl oxéniumion keletkezik,
ha feltételezziik, hogy minden HCI molekula
disszociél. Tehat ha a koncentracié 0,01 mol/dm3,
akkor definicié szerint ez 0,01 mol/dm?3 = 1 mol
(ezt az el6bb kaptuk eredményként) / 100 dm3,
azaz a kiindulasi oldat 100 dm3, ami 100 liter.
Ezt higitjuk 100-szoroséara, tehat a keletkezett
oldat térfogata 10000 liter lesz. Ekkor az
oxéniumionok aranya is 100-ad része lesz az
eredetihez képest, vagyis 1074, tehat az oldat
pH=4.

b) A feladatnak ez a része hasonlé gondol-
kodast igényel, csak az OH-ionokra nézve.

A nétrium-hidroxid képlete NaOH, tehét
40 g NaOH is éppen 1 mél. Vagyis 1 mél OH-
iont juttat az oldatba. Szamolhatunk mintegy
visszafelé. Ha a pH = 12, akkor a pOH = 2, va-
gyis az oldat koncentraciéja 0,01, akkor a kiin-
dulési oldat 100 liter. Ezt higitjuk 10-szeresére,
tehat a keletkezett oldat térfogata 1000 liter
(1000 dm3) lesz. Ekkor az elébbihez hasonléan
felhasznéljuk az elméleti ismereteket:

pOH =1 mol / 1000 dm3 =
=0,001 mol/dm3 = 10-3 mol/dm3.

Tehét definicié szerint a pOH =3 lesz, vagyis
apH=11.

¢) Ha a két oldatot 6sszedntjiik, akkor a ko-
vetkezd reakcid jatszodik le:

NaOH + HCI = NaCl + H,0,

mivel a Cl=-ionok és a Na™-ionok valtozatlanok
maradnak, a reakcié valéjaban:

H;0* + OH- = 2 H,0,

vagyis az oxéniumionok és hidroxidionok
egyestilnek vizmolekulakka. Ez a k6zombositési
reakcid. Az elméleti részben is emlitettiik, hogy
a vizrdl tudjuk, hogy semleges kémhatésu.

Az oxéniumionok és hidroxidionok kon-
centraciéja egyarant 1077 lesz, mivel szorzatuk
1014, vagyis a pH =7, ami semleges oldatot
eredményez, hiszen mindkét anyagbdl 1-1 mal
volt megadva a feladatban.

d) Mér kiszamoltuk, hogy 1 mél NaCl, va-
gyis konyhaso keletkezik (vizes oldatban), mely-
nek témege 36,47 + 40 — 18 = 58,47 (a k6zdm-
bosités soran keletkezett viz tomegét kellett le-
vonni a reakciéban résztvevé HCI és NaOH
témegének 6sszegébdl).

e) 10000 + 1000 = 11000 liter séoldat ke-
letkezett. Az a) és b) rész vastagon szedett érté-
keit hasznaltuk csak fel. A két oldat dsszednté-
sekor a térfogatuk sszeadddik.

A feladatmegoldasbdl lathatd, hogy milyen
sok szamolast kell elvégezniiik a didkoknak.
Tudniuk kell alkalmazni a matematikaérakon
tanult egyenletrendezési technikakat a reakcio-
egyenletek esetében, az egyenes aranyossagot
az anyagmennyiségek kiszamitasdhoz, a hatva-
nyokkal valé miveleteket és a logaritmust a pH
szamitasahoz.

Maximalis 10 pontot 142 {5 szerzett az 1582
{8 kozil, mely kevesebb, mint 10%. Az & 6ssz-
teljesitményiik 76,6%-o0s.

Erdekes megfigyelni, hogy a péros szamu
pontot szerzett didkok tébben vannak. Ez abbdl
adédhat, hogy mindegyik feladatrész 2 pontos
volt. Aki el tudta kezdeni a feladatrészt, altala-
ban be is tudta fejezni.

A dolgozatirék tobb, mint a felének egyal-
talan semmiféle fogalma nem volt a pH-rél
(2. dbra). A fogalom természetesen tovabb bé-
vl a fels6fokd tanulmanyok soran is példaul az
aktivitdas fogalom bevezetésével, a puffer-rend-
szerek szamitasaval stb. A fogalmi rendszer ala-
kulasat a 3. dbrdn szemléltetjiik.
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a pH esetében

Jellegzetes hibak

A kilonbozé tipushibékat csakis gy lehet
feltérképezni, majd elemezni, ha megnézzik
a dolgozatokat. E részletes elemzéshez 364 {6
dolgozatét néztiikk meg. A részminta kivalasztésa
nem véletlenszerden toértént, hanem olyan sza-
kos hallgaték dolgozatait néztiik meg, akik leg-
alabb kozepesen, vagy esetleg még jobban telje-
sitettek az atlaghoz képest. (A kivalasztott minta
didkjai atlagosan 5 pontot szereztek.) Ugyanis
a gyenge csoportok esetében erre a feladatra
nagyon sok 0 pontos megoldéas érkezett, vagyis
gyakorlatilag semmit nem tudnak a fogalomrdl,
igy annak vizsgélata semmitmondé eredményre
vezetne.

Az altalunk kivalasztott 364 f&s mintaban,
akiknek tételesen is végignéztiik, elemeztiik a dol-
gozatat, 133 18 ért el O pontot és 76 {6 a maxi-
malis 10 pontot kapta. Vizsgalatunk szamaéra
a maradék 189 f6 dolgozata az érdekes, akik
részpontszamokat szereztek, vagyis valameddig
eljutottak a megoldasban, de azt kilénbozs
okok miatt nem tudtak befejezni. Ennél a cso-
portndl lehetett sok érdekes elképzelést taldlni,
illetve a tudas alkalmazasaval kapcsolatos hia-
nyossagokra kovetkeztetni. Ez utdbbira ,,szép
példa” az, hogy 65 {6, vagyis az egyharmad
eljutott addig, hogy ki tudta szamitani a keletke-
26 NaCl mennyiségét, hiszen rajétt, hogy éppen
1 mol sésavnak kell 1 mol NaOH-dal reagélnia,
de azt mar nem ismerte fel, hogy ekkor a kelet-
kezett oldat semleges kémhatési lesz, vagyis
pH=7.

[lyen dolgozatoknal minden esetben meg-
néztiik, hogy a kiilénb6z4 anyagok vizes olda-
tanak kémhatéasaval kapcsolatos kérdésben mit
véalaszolt a didk a NaCl vizes oldatanak kém-
hataséra. 7 {8 kivételével mindenki tudta, hogy
a vizes oldatanak semleges a kémhatéasa! (A rész-
letes vizsgélat ala vett 364 {6 kozil 68 {6 nem
tudta, hogy a NaCl vizes oldata semleges. Savas
és lugos valaszok egyarant el6fordultak.) Vol-
tak, akik bonyolult szadmitasba kezdtek.

A fenti egy tipikus példaja annak, hogy a di-
akok sok tényanyagot megtanulnak, nagy a le-
xikalis tuddsuk (ez egyben a magyar oktatas
sajatossaga), hiszen tudjék, hogy a NaCl vizes
oldata semleges kémhatésu, de ezt a tudasukat
egy masfajta, életszerd szitudcibban mar nem
tudjék alkalmazni. (Kézvéleménykutatasok ese-
tében gyakran alkalmazzak azt a médszert, hogy
a kérdbiv egymastdl viszonylag tavoli részében
kérdeznek ra azonos dolgokra, de kicsit més kon-
textusban, majd ezeket a valaszokat dsszevetik.)
A PISA mérések nem a lexikélis, hanem az al-
kalmazasképes tudast kérik szdmon, ez lehet az
egyik oka annak, hogy didkjaink csak a kozép-
mezdnyben foglalnak helyet. Nagyon sokan ne-
gativ kritikdval illetik a PISA méréseket (ez volt
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a biinbak), mert ravilagitanak a magyar oktatési
rendszer egyik nagy hibajara, hogy nagyrészt az
iskoléanak tanulnak a didkok és nem pedig az
életnek.

A felmérésben résztvev8k kozil voltak, akik
az a) rész megoldasaig eljutottak, de a b) rész-
nél mar csak addig, hogy kiszamitottdk a kon-
centraciét. Ez 5 {6 volt a vizsglt részmintaban.
De arra méar nem vélaszoltak, hogy az oldat
pH-ja hogyan valtozik, vagyis csokkenni fog.
llletve tobb, 11 esetben irtdk azt, hogy noéve-
kedni fog, vagyis a 11 helyett 13-at adtak meg
végeredményként.

Ebben az esetben a pH-skéla érdekes volta
a fontos. Hiszen a higitds a savas oldatnal n6-
veli, mig a ligos oldatnal csokkenti a szamérté-
ket.

Voltak (4 £8), akik az a) és a b) esetben ki-
szamitott pH-értékek szamtani kozepét vették.

5 {6 esetében a reakcidegyenlet felirasa
okozott gondot, és emiatt nem tudtak tovabb
szamolni. Egy pillanatra tekintsink vissza az
Osszes dolgozatot megirt hallgaté eredményeit
mutaté grafikonhoz (2. &bra), amelyrdl az lat-
szik, hogy t6bb, mint 800 {8, azaz tobb, mint
a hallgaték fele 0 pontos, tehat ennyit sem tud.
Pedig ez a kémia legegyszeribb reakciéegyen-
lete, amely 7. osztélyos tananyag!

4 {§ tgyesen elkezdte a pOH-t kiszamitani,
ennek értéke a fenti feladatban 3, de utana ezt
tekintették a pH-nak, vagyis elfelejtették azt ki-
vonni a 14-bdl.

Es végill 1 {6 esetében a higitas nem jelent
,semmit”’, vagyis szerinte az nem valtoztatja
meg a pH értékét, mivel az oldott anyag meny-
nyisége alland6 marad.

A vizsgélt 189 {6 koziil 107 esetben tudtunk
kimutatni a pH fogalommal kapcsolatos vala-
milyen hibas elképzelést, melyeket a fentiekben
Osszegeztiink. A tobbi esetben szamolési hiba
volt, illetve sokan az utolsé kérdésre nem véla-
szoltak.

Tapasztalataink alapjan a fogalom matema-
tikai nehézségeit az aldbbiakban foglalhatjuk dsz-

sze, mellyel a tananyagfeldolgozési gyakorlatot
kivanjuk segiteni:

— A skéla 0-14-ig terjed (az extrém koncent-
racidkat most hagyjuk figyelmen kiviil),
melynek a kdzepe, a 7 jelenti a semleges-
séget. Ez méar komoly problémat jelent
a gyereknek, mert matematikdban a szam-
egyenes ,,0”-ja felelne meg inkabb a 7-es
pH-nak, mint egy valamiféle ,komplikéal-
tan meghatérozott” szamérték. Szinonima-
kat inkébb csak a ,0” pontos skélara tu-
dunk mondani, mint példaul a pozitiv elé-
jeld gyorsulas ellentettie a negativ eljeld
gyorsulas (azaz a lassulas) és a ,,0” gyor-
sulds egyenes vonall egyenletes mozgéas
vagy all6 test esetében all fenn. Ezt sokkal
konnyebb megérteni, mint egy eltolt null-
ponti rendszert. Val6jaban a 7-es pH nem
is egy abszolat ételemben vett ,,0” pont,
hanem az a pont, ahol a [H30"] és a [OH"]
ionkoncentracié kiilénbsége nulla (3-1. db-
ra).

— A skéla logaritmikus, tizes alapt logaritmust
alkalmaz, mely esetben az 1 egységnyi kii-
16nbség valdjaban 10-szeres valtozast jelent,
azaz ha 10-szeresére higitjuk az oldatot,
akkor a pH csak egy szamjeggyel valtozik,
ha 100-szoroséra, akkor két szamjeggyel
stb. Egy példa erre a vordsiszap katasztrofa
kapcsan: a Dunaban mér azért nem jelen-
tett olyan komoly veszélyt a vorGsiszapar
magas pH-ja, mert a Rababdl a Dunéaba
6mlg, akkor még 10-es pH kordli szennye-
z8dés a Duna kortilbeliil 100-szoros vizho-
zama miatt felhigult, és igy annak pH-ja
a kozel 8 pH-ji, majdnem normaélis szintre
csOkkent.

— A higitas soran a pH értéke a skéala kozepe
irdnydban valtozik. Savas oldat higitdsakor
nd, mig ligosnal csokken. Akarmelyik irany-
bdl és akdrmennvyire is higitjuk az oldatot,
a 7-es pH értéket nem léphetjiik at!

— A pH mértékegység nélkiili szamérték (nem
%, nem g/dm® stb.). (Radnéti—Kirdly, 2011)
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Konstitiicios képletek matematikaja

A kémiai konstittciés képletek, méasként szer-
kezeti képletek matematikai szempontbdl gra-
foknak tekintheték. Mivel kormentesek és Osz-
szefliggdk, fagrafok. Ebbdl kovetkezik (a fagra-
fok tulajdonséagai alapjan), hogy a konstittciés
képletek paros grafok. Az egyes cstcsok a ve-
gytletet alkoté atomoknak feleltethetéek meg.
Egy vegyiiletben megszdmlélhaté sok atom van,
igy a szerkezeti képlet sikgraf lesz. A barmely két
csucsot Osszekots egyetlen Gt minden atomon at-
megy és a szénatomokat kdzvetlentl kapcsolja
Ossze ez a feszit6 fa. A fagraf levelei lehetnek
a vegylilet vazat képzG atomok, vagy az egyéb
elagazast jelenték. Egynél nagyobb foka csak

a vazat jelent§ atomoknak lehet (de nem fel-
tétleniil kell is lennie).
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Kovéacs Béla

Vltozatok egy témara, avagy hogyan
szerkeszthetiink feladatokat!

Hol a hiba?
A 2% = x2 egyenlet megoldasa

Ldthaté, hogy az x =2 és x =4 megolddsok.
Tovdbbd x>0 esetén az x — 2% és x —x2
konvex fiiggvények szigorian névekvéek,
tehdt a grafikus képiiknek legfeljebb két
kozés pontja lehet, igy mds megoldds nincs.

A XXI. EMMV (Kézdivéasérhely) egyik feladata-
nak megoldésa soran jutunk el a 2% = x2 egyen-
lethez, amit meg kell oldani (a X. osztaly 2.b.
feladata és megoldésa). Ennek bemutatéasa sze-
repelt a Matlap 2011/ 3. szdméban a 85-86.
oldalakon.

Az egyenletnek valéban csak a megtalalt két meg-
oldasa van, de az indoklas, hogy nincs tébb,
méar nem elfogadhaté, mert konvex médon
szigorian névekvd figgvények grafikus
képének lehet ketténél tobb k6zos pont-
juk is.

Kerestem, taléltam, és szerkesztettem is ilyen tu-
lajdonsagu fliiggvényeket, amelyek ketténél tobb
pontban metszik egymast.

Példaul az f(x) = x% — x + 2 és g(x) = 2~ fuggvé-
nyek konvex moédon szigorGan noévekvék az
11; o[ intervallumon és 3 koézos pontjuk van:
f(1)=g(1) =2, f(2) = g(2) =4 ésf(3) = g(3) = 8.
Ha talaltam egyet, akkor mér biztosan van tébb
is. Kerestem és talaltam, illetve szerkesztettem.
Hogyan taldltam ilyen fliggvényeket? Raadasul
a kozos pontok mind természetes szamok.
Vettem az ax?+ bx+c=d- 2% egyenletet és
felirtam, hogy az x=1, 2, 3 pontokban fenn-
alljon az egyenldség.

a+b+c=2d,4a+2b+c=4d,
9a+3b+c=28d.

Kaptam 3 lineéris egyenletet 4 ismeretlennel,
amit megoldottam a, b és ¢ ismeretlenekre.

A d vaéltozd értéke mar barmilyen zérétél kii-
16nbdzS valés szam lehet. Egyszertsités utan
mindig az x2—x + 2 =2% egyenlethez jutunk,
melynek gyokei az 1, 2 és 3 szamok.

Ez aranylag kénnyedén bemutathaté grafikus
modszerrel is.

De miért nincs t6bb megoldésa?

A h:R > R, h(x)=2%— (x2-x+2) fuggvény
folytonos, derivalhaté haromszor és

h'(x)=2%-In2 - 2x + 1, h"(x) = 2¥ - In?2 - 2,
h"(x)=2%-1n32>0

minden x €R esetén. Ezért a h"-nek legfeljebb
egy zérushelye lehet, a h'-nek legfeljebb két zé-
rushelye lehet, a h fliggvénynek pedig legfel-
jebb harom zérushelye lehet. Ezek pedig az 1, 2
és 3 szamok, és nincs tobb megoldas.

(Rolle tételének egyik sajatos esete alapjan, in-
tervallumon derivalhat6 fliggvény két zérushe-
lye kozott a derivalt fliggvénynek van legaldbb
egy zérushelye. Vagyis ha a derivalt figgvény-
nek nincs zérushelye, akkor a fliggvénynek leg-
feljebb egy zérushely lehet.)

Ha a gyokokre az 1, 2 és 4 szamokat valasztjuk,
akkor az egyenletrendszer:

a+b+c=2d,4a+2b+c=4d,
16a +4b +c=16d.

Megoldva és megfelel6en vélasztva a d véltozd
értékét, kapjuk a kovetkezd egyenletet:

2x2 - 3x+4=3.2x"1
melynek gyokei: 1, 2 és 4.

fgy sziiletett meg az alabbi feladatom:
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Oldjuk meg a valés szamok halmazan a

11x2 - 21x + 22 =3 - 2x+1

egyenletet.
Kovdcs Béla, Szatmdrnémeti
MatLap 2012/3., L: 1987
Megoldads:
Megallapitjuk, hogy x = 1 megoldésa az egyen-
letnek.
Ugyanigy x =2 is megoldésa. x=3, és x=4
nem megoldésai az egyenletnek, de x =5 szin-
tén megoldas. Tobb megoldast nem talalunk.
Igazoljuk, hogy nincs tobb megoldésa az egyen-
letnek.
Tekintsiik a valés szamok halmazan értelmezett
fix)=3-2x+1 - 11x2 + 21x - 22 fliggvényt.
Folytonos és akarhanyszor derivalhatd, deri-
véltjai is folytonos fiigguények, azaz Rolle tipust
figgvény.
fi(x)=3-2x*1.1n2 - 22x + 21,
f'(x)=3-2x+1.1n2 - In2 - 22,
f"(x)=3-2%*1.1n2 - In2 - In2.
f" szigorGan porzitiv, nincs zérushelye, amibdl
kovetkezik, hogy f" fliggvénynek legfeljebb egy
zérushelye lehet, tovabba f' fliggvénynek leg-
feljebb 2 zérushelye lehet, végll az f fiiggvény-
nek legfeljebb 3 zérushelye lehet.
Ha f-nek lenne 4 valds gyoke, akkor az f'-nek
kellene, hogy legyen legalabb 3 val6s gyoke, f'-
nek legalabb 2 és f"-nek pedig legalébb 1 valés
gyoke kellene, hogy legyen.
Tehét az adott egyenletnek pontosan 3 megol-
désa van a val6és szamok halmazan és ezek az
1, 2 és 5 szdmok, amelyek ki is elégitik az egyen-
letet.
Az fx)=11x2-21x+22 és g(x)=3 2x+1
figgvények konvex médon szigordan névekvdk

a }%;o{ intervallumon és 3 koz6s pontjuk

van: (1; 12), (2; 24) és (5; 192).

Tovéabblépve, olyan fligguvényeket szerkesztettem
hasonlé mdédszerrel, amelyek 4 pontban metszik
egymast.

Vettem az ax3 + bx? + cx + d = e - 2% egyenletet.
Valasztottam az egyenlet gydkeinek az 1, 2 és 5
szamokat.

Kaptam a kovetkezé egyenletrendszert:

a+b+c+d=2e,
8a+4b + 2c +d=4e,
125a + 25b + 5¢ + d = 32e

Megoldva a, b, ¢ ismeretlenekre nézve, e értéké-
nek 1-et valasztva kaptam:
11-3d 8d-11 82-51d
a= , b= , €= ,

30 10 30
és az egyenlet ekkor:

(11 = 3d)x3 + 3(8d — 11)x2 +

+ (82 - 51d)x + 30d = 30 - 2*
alaku lett.
A d vaéltozé barmely értékére az egyenlet gyo-
kei: 1, 2 és 5.
A d véltozé értékétdl figgben fog véltozni az
egyenlet negyedik gydke.
Az egyenlet negyedik gyokének megvélasztasa-
val kapjuk a d megfelel§ értékét.
Ha a negyedik gyok vélasztasa 3, akkor d érté-

ke —% és kapjuk a kovetkezs feladatomat:

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban az
5x3-18x2 + 43x-6 =3 - 2x+2
egyenletet.
Kovécs Béla, Szatmarnémeti

XXII. EMMV Gyergyészentmiklés
MatLap 2012/4., 126. oldal

Megoldas:
Megallapitjuk, hogy x = 1 megoldésa az egyen-
letnek.
Ugyanigy x =2 is megoldasa. x =3 is megol-
dés, x =4 nem megoldasa az egyenletnek, de
x =5 szintén megoldas. Tébb megoldast nem ta-
lalunk.
Igazoljuk, hogy nincs tobb megoldéasa az egyen-
letnek.
Tekintsiik a valds szamok halmazéan értelmezett
fix)=3-2x+2 _5x3 + 18x2 — 43x + 6 fiigguényt.
Folytonos és akarhanyszor derivalhatd, derivalt-
jai is folytonos fliggvények, azaz Rolle tipusa
fliggvény.
flix) =3 -2x+2.In2 — 15x2 + 36x — 43,
f'(x) =3 - 2x+2.In2 - In2 — 30x + 36,
f"(x)=3-2%*2.|n2 - In2 - In2 — 30,
f™(x) =3 2x+2. (In2)4.

f" szigorGan pozitiv, nincs zérushelye, amibdl
kovetkezik, hogy az f" fuggvénynek legfeljebb
egy zérushelye lehet, az f" fliggvénynek legfel-
jebb 2 zérushelye lehet, az f' fliggvénynek leg-
feljebb 3 zérushelye lehet, végll az f figgvény-
nek legfeljebb 4 zérushelye lehet.
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Ha f-nek lenne 5 valés gyoke, akkor az f'-nek
kellene legyen legaldbb 4 valés gydke, f"-nek
legalabb 3, f"-nek legaldbb 2 valds gyoke kel-
lene legyen, f""-nek pedig legalabb 1 valés gyo-
ke kellene, hogy legyen.

Vagyis a fliggvény két zérushelye kozott a deri-
valt fliggvénynek van legalédbb egy zérushelye.
Rolle tételének sajatos esete.

Tehét az adott egyenletnek pontosan 4 megol-
désa van a valés szamok halmazan és ezek az
1, 2, 3 és 5 szamok, amelyek ki is elégitik az
egyenletet.

Itt az f(x) = 5x3 — 18x% + 43x — 6 és g(x) = 3 - 2¥+2
fliggvények konvex médon szigordan névekvs-
ek a ]2; o[ intervallumon és 3 pontban metszik
egymast. (A negyedik metszéspont kornyékén
az f fliggvény még nem konvex.)

Ha d =2, akkor a kapott egyenlet harom gyo-
ke az 1, 2 és 5, a negyedik pedig irraciondlis
szdm, amit csak kozelitleg tudunk megadni.
fme erre az esetre szerkesztett feladatom:

Hany valés megoldasa van az

x3+3x2-4x +12 =3 .2x+1
egyenletnek?
Kowvdcs Béla, Szatmdrnémeti
MatLap 2012/5., L: 2019
Megoldas:

Megallapitjuk, hogy x = 1 megoldésa az egyen-
letnek.

Ugyanigy x =2 is megoldésa. x=3, és x=4
nem megoldésai az egyenletnek, de x =5 szin-
tén megoldas. Tobb megoldast nem talalunk.
Vizsgéljuk meg, hogy van-e még ezeken kivil
megoldéasa az egyenletnek.

Tekintstik a valés szdmok halmazan értelmezett
fix)=3-2x+*1 _x3 _3x2+4x— 12 fliggvényt.
Folytonos és akarhanyszor derivalhaté, deri-
véltjai folytonos fuggvények, azaz Rolle tipusi

fliggvény.

Fix) =3 - 2¢+1 . n2 — 3x2 — 6x + 4,

£(x) =3 - 2¢*1.1n2 . In2 — 6x — 6,

f'(x)=3-2+1.1n2 - In2 - In2 — 6,
F(x) =3 - 2+ 1. (In2)4.

f" szigordan pozitiv, nincs zérushelye, amibdl
kovetkezik, hogy az f" fliggvénynek legfeliebb
egy zérushelye lehet, tovabbéa az f" fliggvény-
nek legfeljebb 2 zérushelye lehet, az f' fugg-

vénynek legfeljebb 3 zérushelye lehet, végiil az f
figgvénynek legfeljebb 4 zérushelye lehet. Har-
mat taldltunk, vizsgélni kell, van-e még zérus-
hely.

f(5)=0,f(6)=72>0, f(7) =294 > 0,
fl0)=-6<0, f(-1) =-15<0,
f(-2)=-45/2 <0, f(-3) =-93/4 < 0,

f(-4) =-93/8 < 0, de f(-5) =291/16 > 0.
f(-4) - f(-5) < 0, ezért van még egy megoldasa

az egyenletnek, ami nagyobb, mint -5 és ki-
sebb, mint —4 Darboux tételének egyik kovet-
kezménye alapjan.

Ha f-nek lenne 5 valés gyoke, akkor az f'-nek
kellene, hogy legyen legalabb 4 valés gyoke, f'-
nek legalabb 3, f"'-nek legalabb 2, f""-nek pedig
legalabb 1 valds gyoke kellene, hogy legyen.
Vagyis a fliggvény két zérushelye kozott a deri-
vélt figgvénynek van legalabb egy zérushelye
Rolle tételének értelmében.

Tehét az adott egyenletnek pontosan 4 megol-
désa van a valés szamok halmazan, és ezek az
1, 2, 5, amelyek ki is elégitik az egyenletet, és
még egy —5 és —4 kozott. (Szamitdégéppel vizs-
gédlva a negyedik gyok kozelitd értéke —4,48.)

Itt az f(x) = x3 + 3x2 —4x + 12 és g(x) =3 - 2x+1
figgvények konvex médon szigordan névekvs-
ek az ]1; o[ intervallumon és 3 pontban metszik
egymaést. (A negyedik metszéspont kornyékén
az f fliggvény még nem konvex.)

Tovabbi érdekesebb esetek
d = -3 esetben kapjuk a kovetkezd feladatot:

Hany valés megoldasa van a kovetkezd
egyenletnek?

4x3 - 21x2 + 47x-18 =3 . 2x+1
(kb)
Megoldds: 1, 2, 5 és még egy 5,39 — 54 ko-
/o] 18

d =-7 esetben:
Hany valés megoldasa van a kovetkezé

egyenletnek?

32x3 -201x2 + 439x-210 = 15 - 2x+1
(kb)

Megoldads: 1, 2, 5 és még egy 7,3 — 7,4 kozott.

18 MOZAIK KIADO



2014. marcius

A MATEMATIKA TANITASA

d =1 esetben:

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kovetkezé egyenletet.

8x3-9x2 + 31x + 30 = 15 - 2x+1
(kb)
Megoldds: 0,1, 2, 5.

d =-37/6 esetben:

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kovetkezd egyenletet.

59x3 - 362x2 + 793x - 370 = 15 . 2x+2
(kb)
Megolddsok: 1,2,5,7.

d = —4/3 esetben:

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kovetkezé egyenletet.
3x3-13x2 + 30x -8 =3 .2x+1

(kb)
Megolddsok: 1,2, 4,5
Itt az f(x) = 3x3 — 13x% + 30x — 8 és g(x) =3 - 2x+1
figgvények konvex médon szigordan névekvs-
ek a ]2; [ intervallumon és 3 pontban metszik
egymast. (A negyedik metszéspont koérnyékén
az f figgvény még nem konvex.)

A bemutatott mddszert tovabb folytathatjuk, ne-
gyedfokd polinomok és exponencidlis fliggvé-
nyek egyenl@ségét vizsgalva. Példaul:

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kovetkezé egyenletet.

x?-6x3 +23x2-18x +24 =3 -2xt2
(kb)
Megoldads:
Eszre kell venni, hogy az 1, 2, 3, 4 és 5 szamok
megoldasai az adott egyenletnek. Igazoljuk,
hogy nincs tdbb megoldasa.
A hR-R, hXx)=3-2%2_(x*-6x3+
+ 23x2 — 18x + 24) fiiggvény folytonos és akér-
hanyszor derivalhat6. Ekkor
h'(x) =3 -2%*2.In2 — 43 + 18x% — 46x + 18,
h'(x) =3 -2x*2.In22 — 12x2 + 36x — 46,
h"(x) =3 -2%*+2.1n32 — 24x + 36,
h¥(x)=3.-2x+2.1n%2 - 24,
h®(x)=3-2%*2.1n52 >0,

minden x €R esetén.

Tehat h®-nek legfeljebb egy zérushelye lehet,
h®)-nak legfeljebb két zérushelye lehet, h"-nek
legfeljebb harom zérushelye lehet, h'-nek leg-
feliebb négy zérushelye lehet, végiil h-nak leg-
feljebb 6t zérushelye lehet. Ezeket megtalaltuk.
Tehat az adott egyenletnek pontosan 6t valds
megoldéasa van, ezek az 1, 2, 3, 4 és 5 szamok.
Itt az flx)=x*-6x3+23x2-18x+24 és
g(x) =3 - 2x+2 fiigguények konvex médon szi-
gorian novekvéek az ]1, o[ intervallumon és 5
kozos pontjuk van: (1;24), (2;48), (3;96),
(4; 192) és (5; 384).

Végezetiil még néhany javasolt feladat

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kovetkezé egyenletet.

7x% - 52x3 + 197x2 - 212x + 180 =
=15.2x+2
(kb)
M: 1,2, 3.4,6

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kovetkezd egyenletet.

3x% - 8x3 + 33x2 + 32x + 60 = 15.2x+2
(kb)
M:0,1,2,3,4

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kovetkezé egyenletet.

x5 - 5x% + 25x3 + 5x2 + 94x + 120 =
=15. 2x+3
(kb)
M:0,1,2,3,4,5

Oldjuk meg a valés szamok halmazaban
a kévetkezé egyenletet.

11x5 - 45x% + 215x3 + 285x2 +
+ 9854x + 1560 = 45 - 2x+5
(kb)
M:-1,1,2.3.4,5

Hany val6és megoldasa van a koévetkezd
egyenletnek?
30x5 - 91x% - 60x3 + 875x2 + 1110x +
+ 1016 = 45 - 2x+5
(kb)
M: -2,-1,1,2,4 és még egy 11 és 12 kozott.
Osszesen 6 megoldas.

MOZAIK KIADO 19



A MATEMATIKA TANITASA

2014. marcius

Vigh-Kiss Erika

Feladatok tehetséggondozo szakkorre

obb, mint 20 éves tanéari palyafutdsom

sorén tobbszoér tapasztaltam, hogy a gye-

rekek, koztiik a matematikaban tehetsé-
gesek is, kedvelik azokat a feladatokat, ame-
lyekben éppen az idei évszam szerepel vagy va-
lamilyen magyar vonatkozasa van. Olyan al-
gebrai Gton megoldhat6 feladatokat allitottam
Ossze fels6 tagozatos tanuldk szaméra, amelyek
megoldéaséaban szereplé gondolatmenetek a tan-
koényvekben ritkén fordulnak eld, és féleg a ver-
senyekre felkésziilés vagy matematika tagozatos
munka soran, illetve jubileumi 6rékon, tehet-
séggondozé  szakkorokén jelenthetnek tde
szinfoltot a gyerekek szamara. A legtobb feladat
a 2013-as évszamra vonatkozik.

1. feladat

Adj meg olyan szamjegyet, amelyet a
2010a1102210 széamban az a szdmjegy helyé-
re frva 7-tel oszthaté szamot kapunk!

Megoldds:

7-tel azok és csak azok a szdmok oszthaték,
amelyek szamjegyeit (hatulrdl kezdve) harma-
séval csoportositva, majd az igy nyert csoporto-
kat valtakozé elGjellel dsszeadva, a kapott ered-
mény (vagy annak abszolutértéke) oszthaté 7-
tel.

A=210-102 + 0al — 201 =93 + Qal,
ennek a szdmnak 7-tel oszthaténak kell lennie.
A=91+2+al.

(ahol al egy kétjegyl szam)

91 oszthaté 7-tel, tehat A akkor oszthaté 7-tel,
ha 2 + al is oszthaté 7-tel. A 7-tel oszthatd két-
jegyu szamok kozul csak a 63 végzédik 3-ra, igy
a=6.

2. feladat

Gazda Gréti egy szép napon Ugy dontott,
hogy 2010 darab 1 eurds érmét szétoszt roko-
nai kdzott Ugy, hogy a megajandékozottak rend-
re egymast kovet§ paros szamu érmét kapjanak.

a) Héany rokonét ajandékozhatta meg Gazda
Gréti?

b) Az egyes esetekben mennyi volt a legki-
sebb 6sszeg, amit a rokonok kaptak?

Megoldas:

A feladatot tgy is megfogalmazhatjuk, hogy
hényféleképpen bonthatjuk fel a 2010-et egy-
mast kdvetd pozitiv paros szamok Osszegére. Le-
gyen n db egymast kdvetd paros egész szamunk
Osszege: a+a+2+a+4+...+a+2n-2, ahol
a péaros szamot jelol.

[rjuk fel a keresett 6sszeget kétféle médon, majd
adjuk 6ssze az elsé két sort:

a+a+2+a+4+... +
+a+2n-4+a+2n-2=2010

a+2n—-2+a+2n-4+ ...+
+a+4+a+2+a=2010

fgy az n- (2a+2n-2)=2-2010 egyenlethez
juthatunk.
Tehat n-(a+n-1)=2010, ahol n kisebb,

minta+n— 1.
2010=21.31.51.671,

2010-nek  (1+1)-(1+1)-(1+1)-(1+1)=
=24 = 16 kiildbnbozd pozitiv osztéja van. Igy az
n-(a+n-1)=2010 egyenlet azon megolda-
sainak szdma, amikor az elsd tényez8 a kisebb,
a 16 lehetéség fele. 8-féleképpen lehet a 2010-
et egymas utan kovetkez$ pozitiv paros szamok
Osszegére bontani. Az elGéllitasokat felsoroljuk,
megadva az egymast kdvetd szamok szamat (n)
és ezen szamok kozil az elsét.
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n| 1 2 3 5 6 [ 10 | 15|30

al 2010|1004 | 668 | 398 [ 330 | 192 | 120 | 38

A tablazat alapjan a b) kérdés is megvalaszol-
haté.

(2010 osztéi: 1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30, 67, 134,
201, 335, 402, 670, 1005, 2010. )

3. feladat

— Hany unokéja van, Miska bécsi? — kérdez-
te Pali a szintén matematikus szomszédjat.

— Talald ki! Egy kezemen meg tudom sza-
molni. Annyit azért mondhatok, hogy az
életkorom és unokaim életkoranak szor-
zata éppen 2010-et ad.

— Ebbdl még nem tudom kitalalni.

— Nincs kozottiik két egyforma kort és atlag-
életkorunk tobb, mint 21 év.

— Még ebbdl sem tudok rajonni.

— Nézd, ezen a képen a kozépsd unokam
éppen labdazik.

— Koszondém, most méar tudom a megoldast.

Vajon Te is ki tudod-e talalni, hany évesek Mis-
ka bacsi unokai, ha ez a parbeszéd 2010-ben
hangzott el?

Megoldas:
2010-et a kovetkez8képpen bonthatjuk a felté-
teleknek megfeleld szamok szorzatéra:

2010=1-2-3-5-67=2-3-5-67=
=1-2-15-67=2-15-67=
=1.5-6-67=5-6-67=
=1-3-10-67=3-10-67=
=1-30-67=30-67

Az egyes esetekben az atlagéletkor:

(1+2+3+5+67):5=15,6
(2+3+5+67):4=19,25
1+2+15+67):4=21,25
(2+15+67):3=28
(1+5+6+67):4=19,75
5+6+67):3=26
(1+3+10+67):4=20,25
(83+10+67):3=16,6
(1+30+67):3=32,66
(30+67):2=48,5

Mivel nincs két egyforma kort unoka (akik csak
egyévesek lehetnének) és van kozépsS unoka,
ezért az unokak 1, 2 és 15 évesek. Tehat Miska
bacsinak 3 unokéja van, 6 maga pedig 67 éves.

4. feladat

Hany évesek az eléz8 feladatbeli unokak,
ha Misi bacsi nem éarulja el az atlagéletkorukat
és az idei évszam azt jelenti, hogy 2013-at
frunk?

Megoldds:

2013-at a kovetkez8képpen bonthatjuk a felté-
teleknek megfelel§ (életkorokrél van szd) széa-
mok szorzatara:

2013=1-3-11-61=3-11-61=1-33-61
Az egyes esetekben az atlagéletkor:

(1+3+11+61):4=19
(3+11+61):3=25
(1+33+61):3=31,67

Mivel nincs két egyforma kor unoka (akik csak
egyévesek lehetnének) és van kozépsd unoka,
ezért az unokak 1, 3 és 11 évesek. Tehat Miska
bécsinak ebben az esetben is 3 unokdja van,
maga pedig 61 éves.

5. feladat

Bolyai Janos, a zsenidlis magyar matemati-
kus haldlanak 150. évforduléjat tinnepeltiik
2010-ben. Helyezd el a tablazatban a tablazat-
beli kétjegyd szdmokat Ggy, hogy minden sor-
ban, minden oszlopban és éatlésan is a négy
szam osszege 150 legyen!

12 12 12 12

24 | 24 | 24 | 24

46 | 46 | 46 | 46

68 | 68 | 68 | 68
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Két lehetséges megoldds:

12 | 46 | 68 | 24

24 | 68 | 46 | 12

46 | 12 | 24 | 68

68 | 24 | 12 | 46

68 | 24 | 12 | 46

12 | 46 | 68 | 24

46 | 12 | 24 | 68

24 | 68 | 46 | 12

6. feladat

Bolyai Jénos, a hiperbolikus geometria meg-
alkotéja tudta, hogy barmely 3 x 3-as blvos
négyzetet megfelelGen elhelyezett 3 szdm meg-
hatéroz. Bolyai emlékének tisztelegve toltsd ki
a hidnyzé szamokat a blivos négyzetben.

a b c
d e 79
41 97 f

Megoldds:
Az alsé sort és a harmadik oszlopot nézve:

41+97+f=f+79+c,

ahonnan ¢ = 59.
A kbzépsd sort és az egyik atlét nézve:

d+e+79=41+e+59,

ahonnan d =21.

A harmadik oszlopot és az egyik atlét nézve:
59+79+f=59+e+41,

amibdl f = e — 38.
Az elsd oszlopot és a masik atlét nézve:

a+2l+4l=a+e+f.

Innen a-t kiejtve és f=e — 38-at helyettesitve
kapjuk, hogy e=>50. Ebbdl f=12. Tovabba
a =88, b =3. A blivos 6sszeg tehat 150.

88 3 59
21 | 50 | 79
41 | 97 | 12

2013-as feladatok

7. feladat

Melyik az a legkisebb pozitiv egész szam,
amely szdmjegyei 6sszegének 2013-szorosa?

Megoldds:

Az n szdm szamjegyeinek 6sszegét jeloljik S(n)-
nel. Ekkor n = 2013 - S(n).

Tehéat n oszthaté 3-mal, ekkor S(n) is oszthatd
3-mal, azaz n oszthaté 9-cel, igy S(n) oszthatd
9-cel. Ezért n=2013 - 9k alaka. Ha k=1, ak-
kor n=2013-9=18117, de ekkor S(n) =18,
ami nem felel meg. Ha k=2, akkor
n=2013-18 =36234. Mivel ekkor S(n) =18,

ezért ez a legkisebb megfelel§ szam.

8. feladat
Hatérozzuk meg a kovetkezs kifejezés értékét:

1.2-2-3+3-4-4-5+...+
+2009 - 2010 - 2010 - 2011 +
+2011- 2012 - 2012 - 2013 + 2013 - 2014
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Megoldds:
A kijelolt muiveleteket a kovetkez8képpen cso-
portosithatjuk:

1-2
—2-3+3:4=-2-3+4-3=
5
7

—2010 - 2011 + 2011 - 2012 =
=-2010-2011 + 2012 - 2011 =2 - 2011
—2012 - 2013 + 2013 - 2014 =
=-2012 - 2013 + 2014 - 2013 =2 - 2013

A keresett 6sszeg:

2-(1+3+..+2013) =
=2014 - 1007 = 2028098.

9. feladat

Hatérozd meg az 6sszes olyan abcd négy-
jegyl szamot, amelyre

abcd+ac+bd+a+b+c+d=2013.

Megoldds:
Irjuk fel az 6sszeget a kovetkezéképpen:

1011a+ 11b + 12¢ + 3d = 2013.

Nyilvan csak a = 1 lehetséges, mert ha a mar 2
vagy annal nagyobb lenne, akkor az egyenlet
bal oldala méar 2020-néal nagyobb lenne.

fgqy kapjuk, hogy

1011 + 111b + 12¢ + 3d = 2013
111b + 12¢ + 3d = 1002

Az utébbi egyenléségben b értéke legalabb 8,
ugyanis ha kisebb lenne, akkor a bal oldal érté-
ke még c=d =9 esetén is kisebb lenne a jobb
oldalnal.

Ha b = 8, akkor

888 + 12¢ + 3d = 1002
12c¢+3d =114
4c+d=38

Ekkord=2,c=9vagyd=6,c=8.
Ebben az esetben a feltételeknek megfeleld
szamok: 1892, 1886.

Ha b=9, akkor 12c¢ + 3d = 3, ahonnan ¢ =0,
d =1 adédik. Ekkor a megoldéas: 1901.

A feladat feltételeit kielégité négyjegyl szamok
tehéat: 1886, 1892, 1901.

Ellenérzés:

1886+ 18 +86+1+8+8+6=2013
1892 +19+82+1+8+9+2=2013
1901 +10+91+1+9+0+1=2013

10. feladat

Feldarabolhat6-e egy tetsz8leges haromszog
a) 2013;
b) 2014 darab, az eredetihez hasonlé harom-
szogre?

Megoldds:

Ha behtzzuk a haromszog kdzépvonalait, akkor
négy, az eredetihez hasonlé kis haromszoget
kapunk. Ha mér sikertlt valahany részre fel-
bontani a hdromszoget, akkor harommal tébb
részre is fel tudjuk bontani, hiszen barmelyik kis
haromszoget fel tudjuk darabolni négy, hozza,
és igy az eredetihez is hasonlé haromszogre.
Mivel az eredeti hdromszoget négy kis hdrom-
szogre fel tudjuk darabolni, ezért fel tudjuk
n=3k+ 1 (k pozitiv egész) kis haromszogre is.
Mivel 2014 3-mal osztva 1 maradékot ad, ezért
a feladat b) részével készen vagyunk.

Az 1. dbrdn lathaté médon hat hasonlé harom-
szogre is felbonthaté az eredeti haromszog (az
osztépontok a megfelel§ oldal harmadol6 pont-
jai), igy a fentiek alapjan n =3k (k>2 egész)
héromszogre is készen vagyunk.

C

1. dbra
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Mivel 2013 oszthaté 3-mal, ezért a feladat a)
részének megoldasaval is készen vagyunk.
Erdemes azonban megjegyezni, hogy az eredeti
haromszoget nyolc hozza hasonlé haromszogre
is fel tudjuk bontani (2. dbra), ezért megval6sit-
hat6 a felbontas n =3k + 2 (k> 2 egész) darab
haromszogre is.

C

VAVAVAVAY

2. dbra

A

11. feladat

Van n darab egyforma szabélyos haromszo-
giink. Minden haromszog cslcsaira tetszGleges
sorrendben rairjuk egytdl 3-ig a szamokat. Egy-
masra akarjuk rakni a haromszégeket Ggy, hogy
pontosan fedjék egymast.

Egymasra tudunk-e helyezni valamennyi meg-
szémozott haromszoget Ugy, hogy az Gsszeg min-
den cstcsnél

a) 2013

b) 2014 legyen?

Megoldds:

Ha a feladatban leirt médon szdmozunk meg és
rakunk egymésra n darab haromszoget, akkor
minden cstcsndl 2n lesz az Osszeg. (Paros n

esetén g~4=2n, paratlan n esetén pedig

n-3

4+6=2n)

Koénnyen igazolhatd, hogy barmilyen més moé-
don szdmozzuk meg és rakjuk egymasra az n
darab haromszoget Ggy, hogy minden cstcsnél
ugyanazt az Osszeget kapjuk, ez az Gsszeg min-

denképp 2n lesz, hiszen az egy haromszégdn
belil felirt szamok 6sszege 6, n darab harom-
sz0g esetén pedig 6n. Vagyis ha minden cstcs-
nél ugyanannyi az Osszeg, akkor egy csicsra

% =2n jut. Vagyis ha n darab haromszoget

egymasra helyeziink, akkor mindenképpen pa-
ros lesz az Gsszeg. A 2014 péaros szam, tehat
eléfordulhat Gsszegként, a 2013 viszont nem
fordulhat el8.

12. feladat

72

ElGéll-e két egymast kovetd pozitiv egész
szam szorzataként a 22013 1 6?

Megoldds:

Két egymaést kévetd pozitiv egész szam szorzata
O-ra, 2-re vagy 6-ra végzédik. A 22013 szam
utols6é szamjegye 2. Ugyanis 2 hatvanyai cikli-
kusan ismétlédnek: 21=2 22=4 23=8
24 =16, 2° =32, egy ciklusban a 2, 4, 8, 6 vég-
z6dések kovetik egymast. A 2013 négyes ma-
radéka 2, tehat 22011 szam 2-re végzédik. Eh-
hez 6-ot adva a szam utolsé szamjegye 8, tehét
a 22013 1 6 nem lehet két egymast kévets pozi-
tiv szdm szorzata.

13. feladat

Hanyféleképpen vaélaszthatunk ki az elsg
2013 természetes szam kozil kettét gy, hogy
Osszegtil paros szamot kapjunk?

Megoldds:

Két természetes szam Osszege akkor lesz péros,
ha vagy mindkett§ péaros, vagy mindketté péa-
ratlan. Az els6 2013 természetes szam kozott
1006 darab pératlan van, ezek koziil kettét

M =505515 -féleképpen  vélasztha-

tunk ki. A tobbi 1008 szambdl kettét pedig

w = 507528 -féleképpen

tunk ki. Ez 6sszesen 1013 043 lehetSség.

véalasztha-
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14. feladat

Hényféleképpen valaszthatunk ki harom
kulonbozs, 2013-nédl nem nagyobb pozitiv
egész szamot Ugy, hogy az Gsszegik paros sza-
mot adjon?

Megoldds:

Hérom egész szam Osszege akkor ad péros
szamot, ha az 6sszeadanddkban paratlan szamu
péros szam szerepel.

Ha az 1006 péaros szambdl harmat akarunk ki-
vélasztani, akkor az elsét 1006-féleképpen,
a masodikat 1005-féleképpen, a harmadikat
pedig 1004-féleképpen vélaszthatjuk ki. Ez
1006 - 1005 - 1004 lehetéség. De ekkor min-
den kivélasztott szdmhéarmast hatszor vettiink fi-
gyelembe, hiszen harom szam 6-féleképpen
permutalhaté. Igy az 1006 paros szambél har-
mat 169 179 020-féleképp valaszthatunk ki.

Az 1006 péros szambdl egyet 1006-féleképpen
vélaszthatunk ki, hozza az 1007 pératlan szam-

bol kettot M=506521-féleképpen

vélaszthatunk ki, ez 6sszesen
1007 - 506521 = 510066 647 eset.

Tehat a 2013-ndl nem nagyobb pozitiv
egészek kozil 169179020 + 510066647 =
= 679245 667-féle médon valaszthatd ki harom
ugy, hogy az dsszeglik paros legyen.

15. feladat

A sik két parhuzamos egyenesének egyikén
2012, a maésikon 2013 darab pont van. Az
adott pontokbél hany darab haromszdg szer-
keszthet§?

Megoldds:

Ha az egyik egyenesrdl véalasztunk két pontot,
2012

akkor ezt [ 9 j-féleképpen tehetjiik. A maésik

egyenesrdl egy pontot ezekhez véalasztva Gssze-
sen 4072431 858 lehetdség adddik.

2012 pontbdl egyet és 2013 pontbdl kettét pe-
dig 4074 456 936-féleképpen valaszthatunk Ki.
Tehét dsszesen 8146 888 794 haromszoget raj-
zolhatunk.

16. feladat

Mennyi azoknak a csupa kiilénbdzé szamje-
agyekbdl allé négyjegyld szamoknak az Gsszege,
amelyek szdmjegyei kozott csak a 2013 szamje-
gyei szerepelhetnek?

Megoldas:

Az ezresek helyén 0 nem Aallhat, tehat az egyes
helyiértékekre rendre 3, 3, 2, 1-féle szamjegy
kerllhet, azaz 6sszesen 3-3-2-1=18 darab
ilyen szdm van. A 0-t6l kilonbodz szamjegyek
az egyesek helyének kivételével minden helyi-
értéken 6-szor fordulnak eld, igy itt a szamje-
gyek Osszege 6-(1+2+3)=36. A nullatél
kilonbozé  szamjegyek az egyesek helyén
4-szer fordulnak eld, igy itt a szamjegydsszeg
4.-(1+2+3)=24. Tehat a 18 szam dsszege

36 - (1000 + 100 + 10) + 24 = 39 984.

17. feladat

Van-e olyan egész szam, amelynek négyzete
20132015 4 1 alakba irhat6?

Megoldas:

A 20132015 szam utolsé szamjegyét az hataroz-
za meg, hogy 32915 utolsé szdmjegye mire vég-
z6dik. 3 hatvanyait vizsgalva azt tapasztaljuk,
hogy azok négyes ciklusonként ismétlédnek:
31=3,32=9,33=27,34=81,3>=243, ....
2015 néggyel osztva harmat ad maradékul, te-
hét a ciklusban a harmadik lesz 32015 utolsé
szdmjegye, azaz 7. Ezért 20132915 4+ 1 utolsé
szamjegye 8, ezért ez a szam nem lehet négy-
zetszam.

18. feladat

Hatarozd meg, hogy az aldbbi szorzatban
milyen szamjegyek éllnak a *-ok helyén.

3%.¥1=2%%3,
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Megoldds:

A szorzandé 1-esre végzédik, igy a szorzat csak
akkor végzddhet 3-ra, ha a mésik szorzando is
3-ra végz4dik, tehat 33 - *1 = 2%*3,

2003 : 33 =60, 2993 : 33 =90, tehat a maéso-
dik szorzandé 60 és 90 kozotti egyre végzédd
szam. Tehéat a megoldasok:

33 -61=2013, 33 - 71 =2343, 33 - 81 =2673.

19. feladat
(5. osztaly 2014-x6l)

Hatérozd meg a kovetkez§ osztasban a *-ok
helyén szerepl§ szamjegyeket!

20%* : 19 = *6

Megoldds:

2000 : 19 = 105, maradék az 5; 2100 : 19 =110,
maradék a 10. A hanyados 105-nél nagyobb és
110-nél kisebb, hatra végz6d8 szam, ezért csak
106 lehet. Tehat az osztas 2014 : 19=106.

20. feladat

Nevezziink egy napot ,primnapnak”, ha
mind a hénapot, mind a napot primszéam jel6li.
Ilyen pl. majus 7, mert 5. hé 7 és mindkét szam
prim.

a) Hany ,,primnap” van a 2013-as évben?
b) Es2016-ban?

Megoldds:

a) ,Primnap” csak 2., 3., 5., 7., 11. hénap-

ban lehet. Mivel 2013 nem szok&év, ezért
februarban a koévetkez8 napok jok: 2, 3, 5,
7,11, 13, 17, 19, 23. Ez 9 nap. Mércius-
ban ehhez a 9 naphoz hozza kell adni még
kettdt, 29-e és 31-e miatt.
Méjusban és jaliusban szintén 11-11
,primnap” van. Novemberben pedig 10,
mert csak 30 napos. Ez 6sszesen 9 + 11 +
+11+11+10=53.

b) 2016 szokéév, igy februar 29. miatt érte-
lemszertien eggyel tobb, tehat 54 | prim-
nap” lesz.

21. feladat

1-t61 2013-ig leirtuk egy nagy papirlapra
a természetes szamokat.
a) Hény szamjegyet kellett lefrnunk?
b) Héany 1-es szamjegyet irtunk le?

Megoldas:

a) 9 darab egyjegyd szam leirasdhoz 9 szam-
jegy Kkellett. A 90 db kétjegyd leirdsdhoz
90 - 2 = 180 szdmjegy kellett. 900 darab héa-
romjegyd leirdsdhoz 900 - 3 = 2700 kellett.
A négyjegyd szamok szama 2013 — 999 =
=1014, ezek lefraséhoz még 1014 -4 =
=4056 szédmjegyre volt sziikség. Ez dssze-
sen 9 + 180 + 2700 + 4056 = 6945.

b) Helyi értékenként szamoljuk Gssze az 1-es
szamjegyek szamat. Az ezresek helyi érté-
kére 1000-szer irtuk le (1000-tSl 1999-ig).
A szézasok helyi értékére (100-t6l 199-ig
és 1100-t6l 1199-ig) 200-szor.

Tizesek helyi értékére minden ,szézas ku-
pacban” 10-t8l 19-ig 10 darab 1l-es. Ez
Osszesen 20-10+4=204. A +4 a 2010
és a 2013 kozotti szamok miatt kell.

Az egyesek helyi értékére minden ,tizes
kupacban” egyszer kell 1-est irni, ezért 202
ilyen van.

Ez Osszesen
=1606.

1000 + 200 + 204 + 202 =

22. feladat

Helyezz el a kévetkezs 4 x 4-es téablazatban
4db 0, 1, 2, 3-as szdmjegyet Ugy, hogy minden
sorban és minden oszlopban mindegyik szam-
jegy csak egyszer szerepeljen!

26 MOZAIK KIADO



2014. marcius

A MATEMATIKA TANITASA

Megoldds:
A hidnyzé mezdkbe a kovetkezd szamok kertil-
hetnek:

2 1 vagy| 0 vagy|0 vagy

3 3 1

1 vagy 0 2 vagy|1 vagy
3 3 2

0 vagy|2 vagy 1 0 vagy
3 3 2

0 vagy |0 vagy| 0 vagy 3
1 2 2

Ha a felsd sor 2 melletti mezébe 1-est frunk,
akkor a megoldas:

Ha a felsd sor 2 melletti mezdbe 3-ast frunk,
akkor a megoldas:

23. feladat

Mat Terka dsszeadott 6t egymaést kovetd pa-
ros szamot, majd az eredménybdl kivonta a kdz-
tik levs pératlan szamok osszegét, s igy 2014-
et kapott. Mely szamokkal dolgozott Mat Terka?

Megoldas:
A feladat szovege alapjan a kovetkezd egyen-
letet frhatjuk fel:

2k + (2k + 2) + (2k + 4) + (2k + 6) +
+ (2k+8) — ((2k+ 1) + (2k + 3) +
+ 2k +5) + (2k+ 7)) =2014
10k + 20 — (8k + 16) = 2014

2k +4=2014

Innen k = 1005.

Tehat Mat Terka a kovetkezd szamokkal sza-
molt: 2010, 2011, 2012, 2013, 2014, 2015,
2016, 2017, 2018.

Irodalom
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Dr. Kantor Sandorné

A 2013/2014. évi Hajda-Bihar megyei
IKozépiskolai Matematikai Versenyrol

A versenyrél

12-én kerllt megrendezésre a Hajdu-

Bihar megyei Kozépiskolai Matematikai
Verseny a DE Matematikai Intézete és a BJMT
H-B megyei Tagozata kozos szervezésében.

A verseny szponzorai a DE Matematikai In-
tézete, Informatikai Kara és a Bolyai Janos Ma-
tematikai Téarsulat Hajda-Bihar megyei Tago-
zata voltak.

A versenyre a varos és a megye 24 kozépis-
kolaja nevezett be 772 tanuléval, a kévetkezd
megoszlasban:

* 9. évfolyam 275 16 (I. kategéria: 124,
II. kategéria: 138, III. kategéria 13)

* 10. évfolyam 207 {5 (1. kategéria: 88,
II. kategéria: 94, III. kategéria 25)

e 11. évfolyam {6 157 {6 (I. kategoria: 38,
II. kategéria: 102, III. kategéria 17)

e 12. évfolyam 133 {6 (1. kategéria: 18,
II. kategéria: 102, III. kategéria 13).

(A 2013/2014. tanévben 2013. november

Legnépesebb a 9. évfolyam . és II. kategéria,
illetve a 11. és 12. évfolyam II. kategéridja volt.

Ebben a tanévben is az orszagos matemati-
kaversenyek rendszeréhez hasonléan évfolya-
monként, a heti éraszdmok fliggvényében érté-
keltiik a tanuldk dolgozatait harom kategéria-
ban (I. kategdria: heti éraszam 3, Il. kategéria:
heti 6raszam 4-7, de nem specidlis matematika
tagozat, III. specidlis matematika tagozat).

Az 5 feladatbdl all6 feladatsor kidolgozasara
3 6ra allt a versenyz8k rendelkezésére. A tanu-
16k csak zsebszamoldgépet, vonalzét és korzét
hasznélhattak segédeszkozként. Egy-egy feladat-
sor Osszpontszdma minden esetben 60 volt. A ta-
nulék a dolgozatot sajat iskolajukban irtak, és
tanaraik javitottdk ki, majd tovabbitottédk a leg-
alébb 30 pontos dolgozatokat, vagy ha ilyen

nem volt, akkor az adott évfolyamrdl a legjobb
dolgozatot.

A versenybizottsaghoz 112 dolgozat érkezett
be 19 iskolabdl, a kovetkezd eloszlasban: 9. év-
folyamrél 33 dolgozat, 10. évfolyamrél 36 dol-
gozat, 11. évfolyamrél 16 dolgozat, 12. évfo-
lyamrél 27 dolgozat. Ebben a tanévben a fel-
adatsorok kozil arénylag kénnyidnek bizonyult
a 9. évfolyam feladatsora, legkonnyebb feladat
a 11. évfolyam elsG feladata volt, a legnehe-
zebb pedig a 10. évfolyam 6t6dik feladata volt.

Mindegyik sorozatban volt kénnyebben és
nehezebben megoldhaté feladat. Szokatlanabb
témaju feladatokat tartalmazott a 10. és a 11.
évfolyam feladatsora.

A versenybizottsag jonak értékelte a tanulék
teljesitményét. A 2013/2014. tanévben 12 is-
kola 34 tanarjanak 55 didkjat részesitette helye-
zésben vagy dicséretben. 14 elsd, 14 masodik,
8 harmadik dijat és 19 dicséretet kaptak a he-
lyezettek. A 9. évfolyamrdél 15 tanuld, a 10. év-
folyamrél 16 tanulé, a 11. évfolyamrdél 9 tanulé
és a 12. éviolyamrdl 15 tanulé teljesitményét
itéltiik kivalénak.

Maximdlis, azaz 60 pontszaml dolgozatot
irtak: Baran Zsuzsanna (FMG 9.), Vamosi Abel
(FMG 9.), Alméasi Néra (FMG 9.), Almasi Péter
(FMG 11.).

Majdnem maximalis pontszdmt dolgozatot
irt Babotan Mark (FMG 9.).

A Versenybizottsag kiiléndijban részesitett
harom tanulét egy feladat kiléndsen szép meg-
oldasaért. A 9. évfolyamrél Baran Zsuzsannat
(FMG), a 10. évfolyamrél Kurgyis Palt (DRK
Gimn.) és a 12. évfolyamrél Kordas Pétert (H6-
gyes E. Gimn., Hajdlszoboszl6).

A feladatsorokat a DE Matematikai Intéze-
tének oktatdi allitottak ossze: 9. évfolyam: He-
rendiné Dr. Kénya Eszter, 10. évfolyam: Dr. Kan-
tor Sandor, 11. évfolyam: Dr. Bessenyei Mihdly,
12. évfolyam: Dr. Kantor Sandorné.
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A verseny szervezGi: Dr. Kantor Sdndorné
és Herendiné Dr. Kénya Eszter.

A feladatsorok lektorai a hajdiszoboszl6i
Hégyes Endre Gimnézium tanérai: Kéarolyné
Teleki Aniké (9. évfolyam), Danké Sandor (10.
évfolyam), Deli Lajos (11. évfolyam) és Balla
Eva (12. évfolyam).

Versenyeredmények, helyezések

9. évfolyam

I. kategdria

[. dij: Kévari Péter Viktor (DE Kossuth Gyak.
Gimn. Debrecen),

II. dij: Olah Déra (Bocskai I. Gimn. Hajdubo-
szérmény),

[II. dij: Rézsa Dorottya (Hégyes E. Gimn.
Hajdiszoboszld).

II. kategodria

I. dij: Szatmari Judit (H6gyes E. Gimn. Haj-
duszoboszl6),

II. dij: Dudas Zoltan (Téth A. Gimn. Debre-
cen),

III. dij: Budai Eva (T6th A. Gimn. Debrecen).

Specidlis matematika tagozat

(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen)

[. dij: Baran Zsuzsanna, Vamosi Abel,
Almasi Néra,

II. dij: Babotan Mark.

10. évfolyam

I. kategdria

I. dij: Kubicza Gréta (Téth A. Gimn. Debre-
cen),

II. dij: Té6th Laszl6 (Bocskai I. Gimn. Hajda-
boszérmény), Kurdics Tamas (DE Kossuth
Gyak. Gimn. Debrecen) és Molnar Rézsa
(DRK Gimn.).

II. kategdria

I. dij: Varga Péter Tamas (Hdégyes E. Gimn.
Hajduszoboszl6),

II. dij: Kortefai Déra (H6gyes E. Gimn. Haj-
duiszoboszl6),

III. dij: Molnar Néra (DRK Gimn.) és
Szathmari Balazs (DE Kossuth Gyak. Gimn.
Debrecen).

Specidlis matematika tagozat
(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen)
[. dij: Teski Tamara,

II. dij: Vereb Gyoérgy.

11. évfolyam

I. kategéria

[. dij: Macz Istvan (Mechwart A. SZKI. Debre-
cen),

II. dij: Szanté Andras (Mechwart A. SZKI.
Debrecen).

II. kategéria

[. dij: Herendi Zsolt (DE Kossuth Gyak.
Gimn. Debrecen),

II. dij: Kocsis Péter Koppany (Hégyes E.
Gimn. Hajduiszoboszl6),

III. dij: Alekszejenko Levente (T6th A. Gimn.
Debrecen).

Specidlis matematika tagozat
(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen)
I. dij: Almasi Péter,

II. dij: Katay Tamas.

12. évfolyam

I. kategoria

[. dij: Hanzel David (Péchy M. SzKI. Debre-
cen),

II. dij: Uzonyi Noémi (Mechwart A. SZKI.
Debrecen),

1L dij: Sziics Eva (Bethlen G. SzkI. Debre-
cen).

II. kategéria

[. dij: Hagymassy Gabor (DE Kossuth Gyak.
Gimn. Debrecen),

II. dij: Csaky Pal (DRK Déczy Gimn.),

[II. dij: Lévai David (Fazekas Mihaly Gimn.
Debrecen).

Specidlis matematika tagozat
(Fazekas Mihaly Gimn. Debrecen)
[. dij: Varga Daniel,

II. dij: Panyi David,

[II. dij: Férian Laszlé.
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Az egyes évfolyamok feladatsorai

9. évfolyam

1. Bizonyitsa be, hogy a 2° + 299 szam oszt-
hat6 10-zel!

2. [rjuk fel egy papirra 1-t61 10000-ig az
egész szamokat, majd huzzuk ki azokat, ame-
lyekben a 0 vagy az 1 szamjegy eléfordul. Tobb,
vagy kevesebb szdm marad a papiron, mint az
eredetileg felirt szamok fele?

3. Az A és B pontok kozott egy autdbusz
kozlekedik, amely csak A-ban és B-ben &ll meg,
mindentitt 3 percre. Ismerjik a kovetkezSket:

a) Az autébusz sebessége allandé.

b) 9 éra 8 perckor az autébusz athalad a C
ponton B felé.

c) 11 éra 28 perckor indult A-bédl.

d) 13 éra 16 perckor érkezett B-be.

e) 14 6ra 4 perckor athaladt C-n, ismét a B
felé.

f) A pékmester 58 percen &t figyelte az utcét
és nem latta elhaladni az autébuszt.

Hol helyezkedik el a C pont az AB szakaszon?

4. Melyik az a legkisebb természetes szam,
amelyben a szamjegyek szorzata 300, a szamje-
gyek Osszege pedig 2013?

5. Janos egy négyzet alaki mianyag lapbdl
a rajzon lathaté médon egy szabélyos nyolcszog
alaka stoptablat készitett. Hany forint a veszte-
sége, ha a mdanyag lapot 1000 Ft-ért vette?

STOP

10. éviolyam

1. Hatarozza meg azokat az (x; y) szamjegy-
parokat, amelyekre a tizes szdmrendszerben fel-
irt, 52x2y alaki Gtjegyd szamok oszthatdk 36-tal!

2. Le lehet-e iiltetni harom hézaspéart egy
hatszogletd asztal mellé dgy, hogy hézastérsak
sem egymas mellett, sem egymassal szemben

30

nem Ulhetnek? (Az asztallap szabélyos hatszog
alaky, és egy személy egy oldala mellett l.)

3. Tekintstink egy olyan trapézt, amelynek
van olyan oldala, amelyen lev§ két sz6ge nem
egyenld, és kisebbek, mint 90°. Mutassuk meg,
hogy a trapéz parhuzamos oldalai 6sszegének
és kulonbségének ardnya megegyezik az atlok
négyzete kiillonbségének és a szarak négyzete
kiilonbségének az aranyéaval!

4. Az A kozépponta kor és annak B kertileti
pontja adott (régzitett). A C pont végigfut a kor
kertiletén (a kertilet barmely pontja lehet). Mi az
ABC héaromszogek sulypontjainak a halmaza?
(Az ABC héaromszog elfajul6 is lehet.).

5. Igazolja, hogy Yn! >+/n (n eN*).

11. évfolyam

1. Egqy matematikus hajlama kincskeresd
hérom ladikét talal, melyek mindegyikén egy-
egy felirat olvashaté:

(1) Az arany ebben a ladikéban van.

(2) Az arany nem ebben a ladikéban van.

(3) Az arany nem az els@ ladikéban van.
Melyik ladikdban van az arany, ha a harom fel-
irat kozul legfeliebb egy igaz, és pontosan egy
olyan ladiké van, amelyikben van arany?

2. Legyen h(x) méasodfoka polinom. Bizo-
nyitsa be, hogy a h(x + 1) — 2h(x) + h(x — 1) ki-
fejezés értéke az x valds szamtdl figgetlen &l-
landé!

3. Legyen p rogzitett primszam, és legyenek
a, b, ¢, d paronként killonboz8 egészek. Te-
gyik fel, hogy az r egész szdm eleget tesz az
(r—a)(r=b)(r—c)(r—d)=p? 0osszefliggésnek.
Igazolja, hogy ekkor r az a, b, ¢, d szamok
szamtani kozepe!

4. Mutassa meg, hogy barmely konvex hat-
sz6g szemkozti oldalfelez8 pontjait 6sszekotd
szakaszokbol szerkeszthetd haromszog!

5. Hatérozza meg azokat az f: R — R fligg-
vényeket, amelyek minden valds (x; y) szampéar
esetén kielégitik az f(x) — f(y) < (x — v)% egyen-
l6tlenséget!
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12. évfolyam

1. Mennyi az x2 + 2 =25 és az (x —4)% +
+9y? = 81 egyenletd gorbék metszéspontjai &l-
tal meghatéarozott haromszog tertilete?

2. Anna, Béla, Cili és Dani egy négyzet ala-
ki asztal négy kiilénbozs oldalan tlnek és kéar-
tyaznak. A 32 lapos magyar kértyat egyenld ré-
szekben osztjak szét a négy jatékos kozott. Ha
Annéanak nem jut asz, akkor mi a valészindsége
annak, hogy legaldbb egy masik jatékosnak
pontosan két asza van?

3. Az f: NT — N™ flggvényre teljesiil, hogy
f(1)=1, és flm + 1) =f(m) + m barmely m e N+
esetén. Hatarozza meg f(2013) értékét!

4. Oldja meg a val6s szamok halmazan a ko-
vetkezd egyenletet!

(logy tgx)? + (logy sin?x) - (logy cos?x) = 1

5. Adott az egységnyi  élhosszisagu
ABCDEFGH kocka (&bra). Sikot illesztiink a koc-
ka D cstcséara és az AB, illetve GC élének M,
illetve N felezépontjara. Ez a sik a kockét két
testre vagja szét. Adja meg a két test térfogata-
nak aranyat!

H ¢
E | N
| N
1 B c
A M B
Megoldasok
9. évfolyam

e

1. A 2 pozitiv egész kitevdjd hatvanyainak
végzédései rendre 2, 4, 8, 6, 2,4, ....
Ha tehat a kitevé 4-gyel osztva 1, 2, 3 vagy O
maradékot ad, a hatvany 2-re, 4-re, 8-ra vagy
6-ra végzédik. Eszerint 29 2-re, a 299 pedig 8-ra
végzédik.
Két ilyen végzédésli szamot oOsszeadva O-ra
végz4dS szamot kapunk, ami azt jelenti, hogy
29 + 29 oszthaté 10-zel.

2. A kihtzas utan a papiron azok a szamok
maradnak, melyekben nem fordul el sem az 1,
sem a 0 szdmjegy. Ez azt jelenti, hogy meg kell
hatéroznunk az osszes egy-, két-, harom- és
négyjegyd szamot, amelyekben csak a 2; 3; 4;
5; 6; 7, 8; 9 szamjegyek fordulnak eld.
Egyjegyl szamokbdl 8 db van, kétjegyd sza-
mokbdl 8- 8 =64 db, hadromjegyd szamokbdl
8-8-8=512 db, négyjegyd szamokbdl 8 - 8 -
-8-8=4096 db van. Tehat 6sszesen 4680 db
szam marad a papiron.

Eredetileg 10000 db szdmot irtunk fel, ennek
fele 5000, tehat kevesebb marad a papiron,
mint az eredetileg felirt szamok fele.

3. Jeloljiik x-szel az A és B pontok kozotti Gt
megtételéhez sziikséges idét.
Az f) feltételbdl kovetkezik, hogy 2x + 6 > 58,
mert az autébusz, mig egy adott ponton ismét
athalad, kétszer teszi meg az utat és kétszer 3 per-
cig all.
Innen kapjuk, hogy x > 26 p.
Az autébusz ugyanakkor a d) és e) feltételek
alapjan 1464 p—-13 6 16 p=48 p alatt tdbb,
mint egy utat megtett, azaz x < 48 p.
A ¢) és d) feltételek alapjan 136 16 p— 11628 p=
=108 p alatt megtett 1, 3, 5, 7 stb. utat.
Figyelembe véve, hogy 26 < x < 48, és besza-
mitva a 3 perces megéllasokat, x-re az x = 108,
3x+6=108, 5x+12=108, 7x+18=108
stb. egyenletek kozil a 3x + 6 = 108 szolgéltatja
a megoldast: x = 34 p.
A d)-bdl és e)-bdl kovetkezik, hogy 13 6 19 p +
+34p=13 653 p-kor érkezett ismét A-ba,
ahonnan 13 6 56 p-kor indult B-be. Az e) sze-
rint 8 perc milva athaladt C-n.
Mivel a sebessége allandé, a C pont az AB sza-
kasz 8 = 4 -ed részénél helyezkedik el (A-hoz

34 17

kozelebb).

4. El6szor keressiik meg azt a legkisebb ter-

mészetes szamot, amelyben a szamjegyek szor-
zata 300. A 300 primtényezds felbontasa:
22.3.52,
A szamban az 1 mellett a kdvetkez$ szamjegyek
szerepelhetnek: 2, 2, 3, 5, 5 vagy 4, 3, 5, 5
vagy 2, 6, 5, 5. Ezekbdl a lehet8ségekbdl a leg-
kisebb el&éllithaté szam a 2556.
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A szdmjegyek szorzatat nem véltoztatjia meg, ha
a szamba tovabbi 1-es szdmjegyek keriilnek.

A szémjegyek Osszegére vonatkozé feltétel tgy
teljesithetd, hogy ha a szdmhoz még 2013 —
—(2+5+5+6)=1995 db 1-es szamjegyet hoz-
zairunk.

A legkisebb szamot tgy kapjuk, ha ezt az
1995 db 1-es szamjegyet a szam elsé 1995 he-
lyi értékére irjuk, majd az utolsé 4 helyi értékre
a 2556 kertl. A szam tehéat:

111...1112556
LTI T
1995-sz6r

5. A szabdlyos nyolcszog minden szoge
135°-0s, igy a négyzetbdl levagott 4 db egybe-
vaglé derékszogli haromszdg hegyesszogei
45°-osak.

Ez azt jelenti, hogy a derékszogd haromszog
egyenld szaru.

Jelolje x a befogd, v pedig a szabélyos nyolc-
sz6g egy oldalanak hosszét.

v

X 7 X

Pitagorasz tételébdl kapjuk, hogy v2 = 2x2. In-
nen, mivel vy > 0, adédik, hogy v = V2x.
A négyzetlap tertilete:

@x+9)% = (2x +42x)° = x2(2+2)°.

A veszteséget jelent§ 4 db derékszogd harom-
2

sz6g terlilete: 4% —9x2

A négyzetlap és a haromszoglapok aranak aréa-

nya megegyezik a tertileteik aranyaval:

2(2+2) _4+4V2+2

=3+2v2 =5,83.
2x? 2 V2
. 1000
I teség kb. —— =172 Ft.
qy a veszteség 583

10. évfolyam

1. Mivel 36 =9 -4, a 4-gyel és 9-cel vald
oszthatésagot vizsgaljuk.
52x2y akkor oszthaté 4-gyel, ha y értéke O,
vagy 4, vagy 8. 52x2vy akkor oszthaté 9-cel, ha
5+2+x+2+y oszthatdé 9-cel, vagyis x+vy
oszthat6 9-cel.
Ha vy =0, akkor x =9, vagy x =0. Ha y = 4, ak-
kor x=5. Hay =8, akkor x = 1.
Tehat a keresett parok: (9;0), (0;0), (5;4),
(1; 8).

2. Legyen az asztallap ABCDEF. Ha az ul-

tetés lehetséges, akkor az AB oldalnél az (x1; x2)
hézaspar x; tagja, a BC oldalnél az (y;; vo) ha-
zaspar y; tagja ul. Az xo tag vagy CD-nél (I. eset)
vagy EF-nél (Il. eset) ul.
Az . esetben az yy tag vagy DE-nél (lL.a. eset),
vagy FA-nal (Lb. eset) ul. Az la. esetben
a (z1; z9) hézaspér a szomszédos EF; FA olda-
lakhoz, az I.b. esetben a szomszédos DE; EF ol-
dalakhoz kerlilne, amik nem megengedettek.
A Il. esetben az yy tag vagy DE-nél (Il.a. eset),
vagy FA-nal (ILb. eset) il. A Ila. esetben
a (21; zo) hazaspar a szemkozti CD; FA oldalak-
hoz, a Il.b. esetben a szomszédos CD; DE ol-
dalakhoz kerililne, amik nem megengedettek.
Tehét az tiltetés nem lehetséges.

3. A széban forgd a oldal a rajta levd szo-
gekre tett kikotések miatt csak a trapéz hosz-
szabbik parhuzamos oldala lehet, és a révideb-
bik parhuzamos oldalnak a ra esé merdleges
vetlilete a belsejében van, azt x, ¢, és vy hosszi-
sagu szakaszokra bontja (a =x + ¢ + y), és felte-
hetjiik, hogy x > v.

A parhuzamos oldalak 6sszegének és kiilonbsé-
a+c 2c

=1+ .
a-c xX+y

gének az aranya:

Legyen az x feldli szér d, az vy feldli szar b hosz-
szUsagq, igy d > b, a magassag m, az atlok e és
f, ahol e > f.
Pitagorasz-tétel alapjan
d?=x?+ m?, b? =2 + m?, és
e2=(x+c)2+m? f2=(y+c)2+m
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Tehat
e2—f2 _x2—y2+20(x—y)_1+ 2c
d2_b2 x2_y2 x_l_y’

amit bizonyitani kellett.

4. A BC szakaszok F felezépontjai az adott
kornek a B pontbdl felére valé kicsinyitésével
elGallé k; kor kerlletén vannak, és a kertilet
minden pontja ilyen.

Az ABC héaromszogek sulypontjai az AF szaka-

szokon, A-tdl %AF tavolsagra vannak, igy
rajta vannak annak a ky kornek a kerlletén,
amely a k; kornek az A-bél % aranya Kkicsi-

nyitésével éll els, és a kerllet minden pontja
ilyen.
Tehéat a keresett ponthalmaz a ky kornek a ke-
rilete.

5. Nyilvén elég bizonyitani, hogy (n!)2 > nn
(neN™).
Ha 1<k<nés keNT*, akkor k(n—k+1)=n,
mert ezzel ekvivalens: nk—n>k? -k és n(k—1) >
> k(k — 1) is, ami igaz.
Minden széba jové k-ra felirva a k(n—k+ 1) >n
egyenlStlenségeket, a bal oldalak szorzata (n!)?,
a jobb oldalaké n". Tehét igaz a bizonyitandd
allitas.

11. évfolyam

1. Jelolje a ladik6kon levé éllitasokat rendre
A, B, C. Ekkor az A és C allitasok egyszerre
nem lehetnek igazak a feladat feltétele szerint,
és egyszerre nem lehet mindketté hamis. Tehat,
az A és C kozll csak az egyik hamis, a masik
igaz, tovabba B csak hamis lehet.
Ha A igaz, B hamis, C hamis, akkor mind az el-
s8, mind pedig a méasodik ladikéban arany van,
ami nem lehetséges.
Ha A hamis, B hamis, C igaz, akkor nem ka-
punk ellentmondast, igy az arany csak a méaso-
dik ladikéban lehet.

2. Ha h mésodfokd, akkor h(x) = ax? + bx + ¢
alakban frhaté 61, ahol a, b, ¢ valés szamok és
az0.

Ekkor minden x valés valtozd esetén

hix+1)=alx+1)2+b(x+1)+c=
=ax?+ (2a+b)x+a+b+c

hix-1)=ax-12+b(x-1)+c=
=ax?— (2a—-b)x+a—-b +c.

Innen azonnal adédik, hogy a feladatban sze-
repl§ kifejezés értéke 2a, vagyis valéban flig-
getlen az x valtozo6tdl.

3. Mivel a, b, ¢, d paronként kiilonbdzs

egészek, ezértr —a, r— b, r — ¢, r — d paronként
kiilonbozé osztdi p2-nek.
Azonban p? osztéi +p?, +p, +1, tehat p? csakis
egyféle médon Allithaté el négy, paronként
kilénboz8 egész szam szorzataként: az {r —a,
r—b, r—c, r—d} négyelemd halmaz és a
{#p, £1} négyelemd halmaz sziikségképpen
egyenldk. Ez utébbi halmaz elemeinek az 6ssze-
ge 0, igy az elébbi halmaz elemeinek az 6sszege
is O-val egyenld, azaz 4r—(a+b+c+d)=0,
ahonnan rendezéssel azonnal ad6dik az allitas.

4. Jelolje a cstcsokat pozitiv koriiljaras sze-
rint Ay, ..., Ag. Legyen P tetszSleges pont. Le-
gyenek a csicsok erre a pontra vonatkozd
helyvektorai rendre ay, ..
Ekkor az oldalfelezé pontok helyvektorai:

., dg.

a;+ay, ag+as as+ag.
2 2 2
a;+as a5 +ag G5+ q
2 7 2 2

A szemkozti oldalfelez8 pontok az alabbi vekto-
rokat szarmaztatjak:
a1 +09—04—0a5_ A3+05 —0g— 0y
2 ’ 2 ’
a5 +ag — dg — dg
e
Mivel ezek dsszege a nullvektor és nincs koztiik

parhuzamos, ezért az ltaluk meghatérozott sza-
kaszokbdl valéban szerkeszthetd haromszog.

5. Egyszertien ellendrizhetd, hogy minden
konstans fliggvény teljesiti a vizsgadlandé egyen-
16tlenséget. Mivel a jobb oldal szimmetrikus a val-
tozdkban, ezért a bal oldalnak is annak kell len-
nie, vagyis a bal oldalon valéjaban abszolit ér-
ték szerepeltethetd.
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Rogrzitett x < y esetén osszuk fel az [x, y] inter-
vallumot n egyenl§ részre. Jeldlje az osztépon-
tokat rendre x =xp < x7 <...<Xp,_1<X,=Y. Az
|f(u) — f(v) | = (u— v)? egyenlbtlenséget a szom-
szédos osztépontokban felirva kapjuk, hogy
(x-y)?

_f(xk)| = (xk_l—xk)zz 5
n

| flxie—1)

Teleszk6pos Osszegzést, a haromszog egyenlét-
lenséget, véglil az el6z8 becsléseket alkalmazva
az alabbi egyenlétlenség adddik:

n
Z (Xpe—1) —

IN

i f(xpez1) - )|S(x_y

Mivel itt a jobb oldal tetszélegesen kicsivé valik,
ha n elég nagy, ezért a bal oldal csak O lehet,
vagyis f(x) = f(v); a figgvény tehéat sztikségkép-
pen konstans.

12. évfolyam

1. Megoldjuk az x2 + y2 =25 és az (x —4)2 +
+9y2 = 81 egyenletrendszert. Az els egyenlet-
bdl kifejezziik az y2-et, azaz v? = 25 — x2, majd
ezt visszahelyettesitjiik a méasodik egyenletbe.

A szamolasok elvégzése utén azt kapjuk, hogy
x2 +x—20=0. A mésodfokd egyenlet gydkei:
x1=-5, xp =4, igy az y értékek: y; =0, |yz| =
azaz yp = 3, y3 = -3.

A metszéspontok, vagyis a keresett haromszog
csucsai: A(-5; 0), B(4; 3), C(4; —3). Az ABC ha-
romszogben BC = 6, az A cstcshoz tartozé ma-
gassag hossza 9. Tehat az ABC haromszdg te-
rilete: 27.

2. 1. megoldds
A kedvez§ észelosztasok: 2,2,06s2,1, 1.
Az elsG eset, vagyis a 2, 2, 0 aszelosztas val6-

szinldsége:
4\(20) (14
o lels) [c)
P1 {J' 24\ (16}
) (5]
A masik, vagyis a 2, 1, 1 aszelosztas valészind-
sége:

ol

P2=°"259711) (16
8

8
p1+ Do = ﬁ = 0,727

Tehat a keresett valészintség:

2. megoldds

Ismert, hogy vy = L2\
U

A jelenti, hogy egy jatékosnak 2 asz jut, B je-
lenti, hogy egy jatékosnak nincsen éasza, AB je-
lenti a két esemény egylttes bekovetkezését.
A B esetben a kedvez§ esetek szdma egy meg-
hatarozott jatékosra nézve annyi, ahanyféle-
képpen a 28 asz nélkiili lapbdl 8 lap vélasztha-

8

4) (28

1)18)
AB esetben vegyiik figyelembe, hogy az a tény,
hogy az egyik jatékosnak pontosan két asza
van, mar maga utéan vonja, hogy legalabb egy
jatékosnak nincsen &sza. Tehat minden olyan
eset, amelyben egy jatékosnak pontosan két

asza van, mar kedvezd.
Igy az AB esetben a kedvez$ esetek szama:

bt
WEHE , _GE)
{e) s

YAlB = o8) 1T
8

2
té: ( , vagyis az 6sszes kedvezd eset szama:

3. Néhény esetben kiszamoljuk a fliggvény-
értékeket. f(1)=1,f(2)=1+1=2,f(3) =
A bizonyitast teljes indukciéval végezzik el. In-

dukciés feltevés: f(m) = (m _21) M.
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_ m(m+1)

Megmutatjuk, hogy f(m+1) 7 +1.
A képzési szabély szerint:
fm+1) = fim)+m= "M o
_ mm+1) 41
) 2
Igy
£(2013) = w +1=2025079.

4. Legyen a = logy sinx, b = logs cosx.
sinx
cos x

Ekkor tgx = miatt

logy, tgx = logy sinx — logs cosx = a — b.

logy sin®x = 2logy sinx = 2a,
log, cos?x = 2logy cosx = 2b,

fgy az adott egyenlet alakja: (a— b)2 + 4ab=1,
amibdl (a + b)2 =1, vagyis |a + b| = Két esetet
kiilonboztetiink meg.
a) Haa+ b =1, akkor
logy sinx + logy cosx = 1,
logy (sinx - cosx) =1,
sinx - cosx = 2,
ami nem lehetséges, igy ekkor nem ka-
punk megoldast.

b) Haa+ b =-1, akkor

logs sinx + logs cosx = —1,
logy (sinx - cosx) = -1,
2sinx - cosx =sin2x =1,

amibél x = % +kr, keZ.

A kapott x értékek kielégitik az eredeti
egyenletet.

5. Abrat készitiink. A szétvagas utan kelet-

kezd két test térfogatanak az aranyét kell meg-
hatéroznunk.
A DMN csucsokra illeszkedd sik a P pontban
metszi a BF élt, és a BC él meghosszabbitasat
pedig a K pontban. Az M pont az AB él felezé-
pontja és mivel MB | DC, igy a B pont a CK
szakasz felez6pontja, tehat CK = 2.

H
E :
A M B

K
A DCNK gula térfogata:

1 111 1
Ty - CK==.—.=. 2=
3 DN 3227 6

A DCNK gula hasonlé az MBPK guléhoz, és
a hasonldsag aranya 2.
Az MBPK gula térfogata ezért 2% .
A kisebbik test térfogata: 1_1 = l
6 48 48
7 41

A bbik test térfogata: 1 - — =—.
nagyobbik test térfogata 18- 18

48

1

AN+

p 7
Igy a keresett arany: —.
aqy \Y a1

Tapasztalatok és tanulsagok

A versenyfeladatok megfogalmazésa altala-
ban eltér a tankényvi feladatoktdl, mert
egyrészt nyitottabbak, masrészt elméletiek, tehat
bizonyitasokat, érveléseket igényelnek. A fel-
adatsorok 6sszedllitisanak egyik szempontja az,
hogy az els6 harom feladatot mindenki meg
tudja oldani, vagyis a benne 1évé ismeret az is-
kolai tananyagnak része legyen. A tobbi feladat
viszont legyen olyan, ami differencidlia a me-
z8nyt, sét legyen olyan feladat is, amely a spe-
cidlis matematika tagozatosok szaméra is kihi-
vést jelent.

A 9. évfolyamon elsGsorban az altalanos is-
kolai ismeretekre tdmaszkodtunk, a magasabb
évfolyamokon inkabb elméleti, mint alkalmazas
és gyakorlati jellegliek voltak a kittizott problé-
mak, ezért matematikai hatteret és targyi isme-
retekeket is igényelt a feladatok megoldasa.
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Jol alkalmazhaté ismeretek: szdmelméleti
tételek, a maradékos osztds, els6- és mdsodfoku
egyenletek, mdsodfoku egyenletek, egyenlét-
lenségek, egyenletrendszerek, trigonometrikus
egyenletek megolddsi médszerei, a szdmtani és
a mértani kbzép kozti egyenldtlenség ismerete,
klasszikus valészintiség kiszdmitdsa. Geometri-
abdl: Pitagordsz tétele, Thalész-tétel, hdromszé-
gek egybevdgbsdga, hdromszogek, sikidomok
tertiletének meghatdrozdsa, sik és térbeli ha-
sonlésdg, koordindta-geometria, térgeometriai
alapismeretek.

Az egyes kategériak esetében természetesen
a specidlis matematika tagozatos tanuldk telje-
sitménye a legegyenletesebb, de nem minden
feladatnél volt a legmagasabb. Szembet(ing volt
az eltérés a specidlis matematika tagozatos ver-
senyzGk javara a 10. és 11. évfolyam 4. és 5.
feladatandl, a 12. évfolyam 5. feladatanal. Vi-
szont a 12. évfolyam 1. feladatdban a II. kate-
géria versenyzdi teljesitettek a legjobban.

A teljesitmények oszlopdiagramjai

4 Ikészitettitk a verseny eredményeirdl évfo-
lyamonként és kategérianként a teljesit-
mények oszlopdiagramjait és abrazoltuk az &t-
lagteljesitményt.
A diagramok vizsgélata azt mutatja, hogy a
9. évfolyamon lényegében nincs nagy kilénb-
ség az I. és II. kategéridban versenyzdk teljesit-
ménye kozott, mig a specidlis matematika tago-
zaton tanuldk szamara koénnydnek bizonyult
a feladatsor, ami abbdl is latszik, hogy az 1. és
4. feladatban 100%-os volt a teljesitményiik,

vagyis a versenybizottsaghoz tovabbitott dolgo-
zatokban mindenki hibatlanul oldotta meg mind-
két feladatot. Témakoriik az oszthatdésag és a
szamjegyek tulajdonsagai voltak Az 5. feladat
gyakorlati jellegd, egyszer( teriiletszamitasi fel-
adat volt, mellyel az 1. és II. kategéria verseny-
zGi kevésbé boldogultak.

A 10. évfolyamon jdl teljesitettek a tanulék
az 1. és 2. feladat megoldésaban. Itt 1ényegé-
ben nem tért el eqymastdl az egyes kategoriak-
ban nyujtott teljesitmény. Mind a szadmokkal
kapcsolatos feladat, mind a logikai feladat
megoldasa sikeres volt, sét igen szép tanuléi
megoldasok is sziilettek. A 3. geometriai fel-
adattal az I. kategdria versenyzéi nem boldo-
gultak. A 4. és 5. feladat megoldéasa volt a leg-
gyengébb. A 4. feladat ismét geometriai feladat
volt, és a régi nevén mértani hellyel volt kap-
csolatban. Sajnos a mértani hely elnevezést
Gjabb idében a pontok halmaza megjel6lés
véltotta fel. Ekoézben elsikkadt a pontos megfo-
galmazas és az, hogy a bizonyitasnak két része
van, oda-vissza meg kell mutatni a tulajdonsa-
gok teljestilését. Az 5. feladat egyenlétlenség bi-
zonyitasa volt, ami nehézséget okozott a speci-
alis matematika tagozatos versenyzéknek is.

A 11. évfolyamon az 1. feladat megoldasa
szinte minden kategéridban sikeres volt. A II.
kategéria versenyzSi lényegében az 1-3. fel-
adatokkal foglalkoztak. Az 1. kategéridban nem
kaptunk egyetlen megoldast sem a 4. és 5. fel-
adatokra, nehéznek bizonyultak. Nem foglal-
koztak sem a geometriai szerkesztéssel, sem
a fuggvényegyenlétlenséggel! A 1II. kategoria
versenyzGi a 3. feladatot 100%-osan oldottak
meg.

9. évfolyam

120,00%
100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%
0,00%

ml. kat.
m!l kat.
olll. kat.

10. évfolyam

120,00%
100,00%
80,00%
60,00%
40,00%
20,00%
0,00%

ml. kat
m!l. kat.
olll. kat.
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11. évfolyam 12. évfolyam

120,00% 120,00%
100,00% 100,00%

80,00% ml kat. 80,00% @l kat.
60,00% m!l. kat. 60,00% m !l kat.
40,00% ol kat 40,00% ol kat.
20,00% 20,00%

0,00% ' ' 0,00%

X X X X X
(S SR S S R - CR R
\z\'b \Q}(b \Q}‘b \Q}rb \Q}fb s@\'b \Q}{b @’b \Q}'b \Q}’b
N* . . 63‘ L\ {'1/. . b‘ .
A 12. évfolyamon a masodik, vagyis a valé- Irodalom

szindség-szamitési feladat teljesitménye érdekes
képet mutat. Itt a specidlis matematika tagoza-
tos versenyzdk teljesitménye alacsonyabb, mint
az . és Il. kategérids versenyzéké. Ugyanez
mondhaté el a 4. feladatban szerepl$ transz-
cendens egyenlet megoldaséardl is. Ez szamom-
ra is meglepd, de az okat nem tudom.

Az 5. feladat, ami térgeometriai feladat volt,
nehéznek szamitott az 1. és II. kategéridban.
A térgeometriai ismeretek mellett térlatasra, a tér-
beli hasonlésag ismeretére is sziikség volt.

Ha visszanéziink az el6z8 évek tapasztalatai-
ra, akkor megallapithatjuk, hogy a szamelméleti
vizsgélatok, a kozepek kozti egyenlétlenségek,
a geometriai bizonyitasos feladatok és a térgeo-
metriai feladatok véltozatlanul nehézséget je-
lentenek még a versenyzék szamara is, sét eb-
ben a tanévben a valészindség-szamitasi feladat
is.

Atlagteljesitmények

80,00%
70,00% -+
60,00% -
50,00% -
40,00% A
30,00%
20,00% -
10,00% A
0,00%

9. évi. 10.é\. 11. évi. 12. év.

[1] Dr. Kantor Sandorné: A 2005/2006. és
2006/2007. tanévi Hajda-Bihar megyei Ko-
zépiskolai Matematika Versenyrél. A mate-
matika tanitasa, 2007. 2. szam, 5-15.

[2] Dr. Kantor Sandorné: A 2007/2008. tanévi
Hajda-Bihar megyei Kozépiskolai Matemati-
ka Versenyrdl. A matematika tanitasa, 2008.
2. szam, 3-8.

[3] Dr. Kantor Sandorné — Dr. Kantor Sandor
(2008): Versenyfeladatok Matematikabdl Ko-
zépiskolasok Hajdu-Bihar megyei Versenye,
1975-2007. Studium ’96 Bt, Debrecen

[4] Dr. Kantor Sandorné: A 2008/2009. tanévi
Hajda-Bihar megyei Kozépiskolai Matemati-
ka Versenyrdl. A matematika tanitasa, 2009.
2. szém, 16-24.

[5] Dr. Kantor Sandorné: A 2009/2010. évi
Hajdu-Bihar megyei Kézépiskolai Matemati-
ka Versenyrdl. A matematika tanitasa, 2010.
2. szém, 12-21.

[6] Dr. Kantor Sandorné: A 2010/2011. évi
Hajda-Bihar megyei Kézépiskolai Matemati-
ka Versenyrdl. A matematika tanitasa, 2011.
2. szam, 33-41.

[7] Dr. Kantor Sandorné: A 2011/2012. évi
Hajda-Bihar megyei Kozépiskolai Matemati-
ka Versenyrdl. A matematika tanitasa, 2012.
2. szédm, 9-17.

[8] Dr. Kantor Sandorné: A 2012/2013. évi
Hajda-Bihar megyei Kozépiskolai Matemati-
ka Versenyrdl. A matematika tanitasa, 2013.
1. szam, 28-37.
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Felhivas tanartovabbképzésre

Kedves Kollégak!

tikai modellezésrdl sz616 tovabbképzésre szeretnénk felhivni a figyelmet. A 30 érés tovabb-
képzés augusztusban lett 5 évre akkreditdlva. Rovid tartalmét a felhivés végén taléljak. Az ala-
pité az ELTE TTK Matematikai Intézete. Elegendd jelentkezd esetén akar vidékre is elutazunk. A to-
vabbképzés segitséget ad a matematikai modellezés — ma elvart — oktatasanak felkészitésére, biztos
hétteret és szakmai segitséget ad ilyen 6rék szervezésére, feladatok gydjtésére vagy akar irasara is.
Foglalkozunk az ilyen tipust 6rék értékelésének lehetGségével is. Mind altalanos, mind kozépiskolai
tanérok jelentkezését varjuk. Az elsé kurzusokat Ambrus Gabriella, Vancsé Odén (az ELTE TTK
Matematikai Intézetének oktatéi) és Téth Laszlé (a kdzremiikoédd Nyugat-magyarorszagi Egyetem
szombathelyi Regiondlis Pedagdgia Intézete munkatérsa) tartjak, olyan jelentkez8ket is varva, akik
majd trénerként vehetnek részt késébbi tovabbképzések folyaméan. A részletes program az Oktatasi
Hivatal honlapjan (www.oh.gov.hu) lathaté a tovabbképzések kozott ,Matematikai modellezési fel-
adatok frasa, matematikai modellezés a tanéran” cimmel. Nyilvantartasi szama: 957/121/2013.
ErdekiSdni és jelentkezni Fehér Mariann intézeti titkarnénél (ELTE) a +36-1-381 2169-es
telefonon, illetve e-mailen: feherm@cs.elte.hu cimen lehet, valamint a partner Nyugat-magyaror-
szagi Egyetem Regiondlis Pedagdgiai Intézeténél fejlesztés@pszk.nyme.hu cimen vagy telefonon
a +36-94-504 495-6s szamon. A részvétel dija 49 500 Ft. A program ismertetéje:

3'5 gy hdroméves EU nemzetkozi projektben (LEMA, lasd www.lema.org) kidolgozott matema-

A tovabbképzés megismerteti a résztvevéket a modellezési feladat fogalmaval, felkésziti Gket
— egyszertibb esetekben ilyen feladat megoldasara a modellezési ciklus alapjan;
— a gyakorlatokon csoportonként megadott feladatok megoldaséra, valamint
— adott szituacidkhoz feladatok és adott feladatokhoz variaciok készitésére.

Témaékat gydjtenek feladatok készitéséhez és ezeket dnélléan és csoportosan is felhasznélva
modellezési feladatokat készitenek. A modellezési feladatok lehetséges csoportositasaval tudato-
sitjdk a modellezési feladatok kozos és eltérd jellemzdit.

Foglalkoznak a modellezési feladatok iskolai alkalmazasanak néhéany alapveté mdédszertani
kérdésével (6raszervezés, adott tananyaghoz feladatkészités, tankonyvi nem modellezési feladat
atalakitdsa modellezési feladattd).

Orékat tartanak modellezési feladattal iskolajukban, a tapasztalataikat megosztjak egymassal,
illetve megadott szempontok alapjan az 6rardl leirast is készitenek. Ennek fontos része sajat
munkajuk reflektiv megitélése.

A foglalkozasokon féleg csoportokban dolgoznak, amelynek sordan maguk is megtapasztal-
hatjak, hogy a modellezési feladatok megoldasanak leghatékonyabb médja a csoportmunka.

A tantsitvany kiadasanak feltétele:

— Részvétel a tovabbképzésen: az Gsszéraszam minimum 90 szézalékaban — jelenléti fvvel iga-
zolva.

— Aktiv részvétel a gyakorlati feladatok és beszamol6k megoldasaban.

— Egy onadlléan készitett, megfelelGen kivitelezett modellezési feladat és ennek kommentérja,
amely tartalmazza a feladat legaldbb egy lehetséges megoldéasat a modellezési ciklus alap-
jan, a korcsoport(ok) megjelolését, akik szamara feladhat6; a tananyagrészek megjelclését,
amelyek felhasznélasra kertlilnek a megoldés soran.

— Olyan 6ra vagy 6rarészlet leirasa megadott szempontok alapjan, melyen modellezési feladat
megoldéaséat iranyitotta.
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FELADATROVAT TANAROKNAK

Rovatvezets: Kosztolanyi Jézsef

Kérjiik, hogy a megoldasokat a rovatvezetd
cimére kildjék: 6757 Szeged, Miklos u. 27.
Ugyanide kell kiildeni a kitdzésre szant felada-
tokat is. Ezeknek a megoldésat is mellékeljék!
Minden megoldast (tehat ugyanannak a fel-
adatnak a megoldasait is) kiilon lapra frjék tollal
vagy géppel, jol olvashatéan! Mindegyiket kii-
lon-kilén hajtsdk dssze, és kiilsé felére irjak ra
a feladat sorszdamat és a megoldé nevét! Csa-
toljanak a megoldésokhoz dsszesitd jegyzéket is!
A megoldasokat a Kkittizést kovetd harmadik
szamban ismertetjiik. A legjobb megoldasokat
bekilddgjik nevével kozoljik.

Bekiildési hataridé: 2014. februar 28.

Feladatok (465-469.)

n
465. Legyen a, = Z 1 Mutas-
k=

k-(n+1-k)
suk meg, hogy az {a,} sorozat szigorGan csok-
kend.

466. Igazoljuk, hogy meg lehet adni 1000
darab egymast kévetd pozitiv egész szamot Ggy,
hogy kozottiik pontosan 10 darab primszam le-
gyen.

467.A D pont az ABC héaromszog belsé
pontja Ugy, hogy DAC=DCA%=30° és
DBA<% =60°. Az E pont a BC oldal felezépont-
ja, F pedig az AC oldal harmadolé pontja tgy,
hogy AF = 2 - FC. Bizonyitsuk be, hogy a DE és
EF egyenesek merdlegesek egymaésra.

468. Az ay; ay; ...; a, véges sorozat tagjait
véletlenszerden vélasztiuk a {0; 1} halmazbdl
(binéris sorozat). Mi a valészinlisége annak,
hogy azon q;; a;,1 parok szama, amelyek mind-
két tagja 0, megegyezik azon parok szamaval,
melyek elsé tagja 0, méasodik tagja 1? (Példaul
n=10esetén az 1; 1; 1; 0; 0; 0; 1; 0; 1; O ilyen
sorozat.)

Dadlyay Pdl Péter, Szeged

469. Az n pozitiv egészre v(n) = (—1)k, ahol
k az n szdm nem feltétlendl kiillénbozé primté-
nyezdinek a szama. Irjuk fel zart alakban a ké-
vetkezd Osszeget:

m-1
k
2%k +1).| L]
2, viZk+1) [2k+1J

(Lx] az x szam als6 egészrésze.)
Dadlyay Pdl Péter, Szeged

Feladatmegoldasok
(450-454. feladatok)

450. Jelolje H az elsé 2012 darab pozitiv
egész szam halmazat. H minden nem tres X
részhalmazara legyen m(X) az X halmaz legki-
sebb és legnagyobb elemének dsszege. Hatéa-
rozzuk meg az m(X) 6sszegek szamtani kozepét.

I. megoldds: A feladatot altaldnosan oldjuk
meg, azaz H jeldlje az elsé n pozitiv egész hal-
mazét. Legyen

S, -t fogjuk elébb rekurziv médon, majd n fliga-
vényeként meghatérozni.
El&szor belatjuk, hogy

Sp1=Sp+2n+1D+ > (i+n+1)-2"7" (1)
i=1

Azon X részhalmazok szama, amelyekben a leg-
kisebb elem i, a legnagyobb pedig n+1, 2n-i,
Igy

> mix

(n+l)eX
Mivel

n

2n+1)+ Y (i+n+1)-2"7"
i-1

ezért (1) valéban tejestil.
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Elébb (1) jobb oldaldnak harmadik tagjat hoz-
zuk zart alakra az n—i=j helyettesitést alkal-
mazva.

n-1 )
Z(2n+1—j)-2’:

n .
21+n+1 )-2" =
i=1 j=0

=i 2n+1)- ZJ 2/ =
j=0

:(2n+1)~(2"—1)—2"~(n—2)—2:
=2".-(n+3)-2n-3.
lqy
S$pi1=S,+2(n+1)+2"- (n+3) -
-2n-3=8§,+2"- (n+3) - 1. (2)

Ezek utan a rekurziét oldjuk fel.

5 Skﬂ—sk:i 2k (k+3)-1)=
k=1 k=1

n-1 n-1
=Y k-2643.Y 2 -(n-1)=
k=1 k=1

=n-2)-2"+2+3-(2"-2)-n+1=
=2"-(n+1)-n-3

Mivel S; = 2, ezért

S,=2"-(n+1)-n-1=(2"-1) - (n+1).

Egy n elemd halmaznak 2" — 1 nem tres rész-
halmaza van, igy a keresett atlag n + 1, ami eb-

ben a konkrét esetben 2013.
Nagy Sdndor, Békéscsaba

II. megoldds: Nevezzikk H nem Ures X részhal-
mazanak legkisebb és legnagyobb elemét X
szélsGértékeinek, a kett§ dsszegét pedig X érté-
kének.

Ha X széls@értékei n és 2013 -n (n=1, 2, ...,
2012), akkor értéke minden esetben 2013 lesz.
Ha H egy nem tlres X részhalmazénak széls6-
értékei p és r Ugy, hogy p+r=#2013 (p=r
esetén egyelemd részhalmazrél van szé), akkor
X-hez rendeljiik hozza azt az X' részhalmazat H-
nak, amelyre teljestil, hogy x € X pontosan ak-
kor, ha (2013 — x) eX'. Ekkor X' szélsGértékei

2013 -r
m(X)

fgy mivel
(p +71), ezért

és 2013 -p lesznek.
=p+résm(X')=4026 —

m(X)+m(X) _ o015
T :

X és X' részhalmazok pérositasa kolcsondsen
egyértelmd, ezért H minden nem tres részhal-
maza vagy 2013 értékd, vagy egy részhalmaz-
pér tagja, melyek értékeinek szamtani kozepe
2013. Kovetkezésképpen az m(X) dsszegek szam-
tani kézepe 2013 lesz.

Zsid6 Nagy Gyorgy, Kolozsvdr

A megolddk széma: 5.

451. Jelolje egy haromszog koré irt koré-
nek sugarat R, beirt korének sugarat r, félkerii-
letét pedig s. Igazoljuk, hogy

4R? + 4Rr + 3r2 > 52,
Mikor all fenn egyenléség?
Tuzson Zoltdn, Székelyudvarhely
Megoldds: A Héron-képletet, valamint a szam-

tani és mértani kozép kozotti egyenlStlenséget
alkalmazva

\/s a)( )(s— C)S%, (1)

és egyenl@ség pontosan akkor teljestil, ha a héa-
romszog szabalyos.

(1)-b8l a T=s-r teriiletképletet alkalmazva
kobre emelés és atalakitasok utan kovetkezik,
hogy

32

—227. (2)
r

Ezutan térjlink ra a feladatban kitlizott egyen-
l6tlenség bizonyitasara. Az egyenlétlenséget ek-
vivalens médon t6bb lépésben atalakitjuk.

R - r-rel torténd osztés, majd az x =— jeldlés
r
bevezetése utan

4x+4+3~12—,
X
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ahonnan x-szel szorozva

2
4x2+4x+32—2, (3)
r
(2) alapjan (3)-bdl
4x2 +4x-24>0 (4)
kovetkezik.
(4)-gyel ekvivalens az
x-2)x+3)=0 (5)
egyenlétlenség.

. . X . . R
Mivel a sugéaregyenlbtlenség miatt x = —>2,
r

ezért (5) minden lehetséges x-re teljestil.
Egyenl8ség pontosan akkor van, amikor x = 2,
azaz R=2r, ami csak szabdlyos haromszog
esetén érvényes. Ekkor (2)-ben és a kiindulé
egyenlbtlenségben is egyenldség all fenn.
Ezzel bebizonyitottuk a feladat allitaséat.

Biré Bdlint, Eger

A megoldék szama: 5.

452. Oldjuk meg az egész szamok korében
a kovetkez§ egyenletet.

X3+ x2y + xy? + 3 = 8(x% + xy + Y2 + 1)
Megoldas: Alakitsuk at az egyenletet:
(x+y)3 = 2xy(x +y) = 8((x +y)? —xy +1). (1)
Legyen x ésy a
22—pz+q=0 2)

egyenlet gyokei. A Viete-formuldk szerint

X+ y=p ésxy=q. Ezzel (1)
p®-2pq=8(p?-q+1)

alakban irhaté, ahol p és q egész szamok. g-t
kifejezve:
p’-8p*-8
q=—55—- (3)
2p-8
Ahhoz, hogy q egész legyen, sziikséges, hogy
a tort szamlaléja péros legyen. Ez viszont csak

akkor teljesll, ha p is péaros, azaz p = 2m, ahol
m egész.

A behelyettesités, egyszerdsités és maradékos
osztés elvégzése utan (3):

q=—2m3—8m2 —2 =2m? —4m—8—£.
m-2 m-2
Mivel q egész, ezért m — 2 osztéja a 18-nak, igy
me{-16; -7; —4; -1; 0; 1; 3; 4; 5; 8; 11; 20},
igy a beléle szamolt (p; q) parok lehetséges ér-
tékei: (-14; 120), (-8;43), (-2;4), (0;1),
(2;8), (6;-20), (8 -1), (10;16), (16;85),
(22; 88), (40; 711). A (2) egyenlet diszkrimi-
nénsa csak hdrom esetben nem negativ, és ezek
kozil is csak a (10; 16) értékpar esetén négyzet-
szam. Igy (2):

22-10-2z+16=0,

a gudkok pedig 2 és 8. Igy az eredeti egyenlet
megoldasai: (2; 8), (8; 2).

Rakonczai Gyérgy, Budapest

A megolddék szama: 6.

453. Egy matematikai el6adéast 6t matema-
tikus hallgatott. Az eléadas alatt mind az 6t ma-
tematikus kétszer szunditott el, és barmelyik két
matematikushoz volt olyan idGintervallum, ami-
kor mindketten szunyékaltak. Mutassuk meg,
hogy volt olyan id&intervallum, amikor egyszer-
re harom matematikus is szuny6kalt.

Megoldds: Minden egyes paroshoz tekintstik azt
az elsé olyan idépillanatot, amikor mindketten
aludtak. Mivel 10 pér van, ezért az ilyen pilla-
natok szama is 10. Ha ezek kozott van két
megegyezd, akkor készen vagyunk.

Tegytik fel, hagy a tekintett 10 idépont mind
kilonbozd. Jelolje ezek halmazat T. A definicié
miatt T minden eleme egyben egyike azoknak
az iddpillanatoknak, amikor egy matematikus
elalszik (ezekbdl is 10 van). Tekintsiik a legko-
rabbi T-beli idépontot, legyen ez t. A t id6-
ponttal bezérdlag eltelt id6szakban mar volt két
olyan matematikus, aki elaludt, ezért a t id6-
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pont utan legfeliebb 8 olyan pillanat lehetett,
amikor valaki elaludt. Viszont a T\ {t} halmaz-
nak 9 eleme van, ami ellentmondés. Ezzel be-
lattuk az allitast.

Borbély Joézsef, Tata

A megoldék szama: 2.

454. Bizonyitsuk be, hogy ha m pozitiv
egész szam, akkor

[”g} 2k +1) ( {1 2%} —J:(m”j,

2

ahol [x] az x valds szam (als6) egészrészét jeloli.

Dadlyay Pdl Péter, Szeged
Megoldds: Az allitast Cauchy-féle teljes indukci-
6val bizonyitjuk be. ElSszor belatjuk, hogy igaz
az alliths minden olyan esetben, amikor m a 2
hatvanya, majd bizonyitjuk, hogy ha igaz az al-
liths m-re (21 +1 <m <2"), akkor igaz (m — 1)-

re is.

A) Legyen m = 2", Ekkor{ 7 } on-1_

L_l m
[ }(Zk +1) (2[1%%} —J:

2
>
{1 2n+l:|
0g, 27"
2k+1( *2k+1 _J=

=0
2n+1} o
G2
2k+1 Z (2k +1).
k=
1) (2)

s

gy

>

>
o

o lo
Z (2k+1)- {

k=

o
o

A szdmtani sorozat 6sszegképlete szerint a (2)

n-1
— 2277—2

-1 alakra hozhaté.

Osszeg

Felhasznélva, hogy

2n+1
{logz } =[n+1-log(2k+1)] =

2k+1
=n+ 1+ [-logy(2k + 1)],

és 0 < k esetén logy(2k + 1) nem egész, kapjuk,
hogy

2n+1
l:logz T J =n-—[logy(2k +1)].

Ezt figyelembe véve az (1) Gsszeg a kovetkezd
alakban irhaté:

n+1
b | {105;2%}
> (2k+1)-2 =
k=0
2n11
=2+ > (2k+1)-2
k=1

n~[logy (2k+1)] _

b |
2k +1
— 2n+1 2 . e
* kz=1 2[1og2(2k+1)]

(©)

Teljes indukciéval bizonyithatd, hogy a (3) 6sz-

szeg
7t [+ ..

[ ——)

2n1

é'zn—l
4

3 ono1
=221y,
2| )

1,3 2”—1}
+...+

Igy az (1) ésszeg:

on .(2 +%(2"-1 —1)} _3.920-2  on-1

A bizonyitandé azonossag bal oldalat alakitva
a fentiek alkalmazéaséaval:

n+1
2n 11 ( [logZ%} j
Z (2k+1)-\2 -1=
k=0
=3.22n-2  9n-1_92n-2 _92n-1 4 9n-1 _

)

Ezzel m = 2" esetére belattuk az allitast.
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B) Legyen
['” 1 ( o 22 j
2
Z (2k+1)\2t ),
" m+1
Belatjuk, hogy ha S, =[ 9 j, akkor

S, — S;,—1 = m, ami ekvivalens azzal, hogy igaz
az éllitas (m — 1)-re is.

a) Legyen m péros porzitiv egész, azaz
=(2q+1)-2", ahol g természetes szam, r
pedig pozitiv egész szam. Tegyik fel tovabba,
hogy 2"-1+1<(2q+1)-2<2". Ebben az
esetben S,, és S,,,_1 ugyanannyi tagbdl all.

Sm _Sm—l =

m-1 m m—
=[ 5 }(Zk ' 1)(2@%;”1} _ z@% 22’<+12D. (@)
k=0

Belatjuk, hogy ha k#q és 2k + 1 <m, akkor
lo 2m-2)_ lo m vagy ami ekvi-
%2 0k+1 | %22k 1) ¥

m—-1|_ o m
ok+1] | 220K+

Tegytik fel, hogy ez nem igaz, azaz van olyan s
pozitiv egész szam, hogy

valens ezzel {logg

m-1 <25 M
2k+1 2k+1
Ebbdl viszont adédik, hogy
m—-1<2%- (2k+1)<m

ami lehetetlen.
Beléattuk tehéat, hogy

o325 5] = loso 5]
922k 171%%2 k11

hak#q.
Ha k = g, akkor

2m (2g+1)-2+!
1 = 1 =
[°g22k+1} {092 29+1

=[r+1]=r+1.

Ekkor {logz 22k 12} =r kell, hogy teljestiljon.

Ezzel belattuk, hogy a (4) 6sszegnek egyetlen 0O-
tél kilonboz4 tagja van. fgy

Sm—Sm-1=

o 2m-2
%2 ok+1 |

[%0} 2k+1ul ’;”J 2{

=(2q+1)(2*1-2)=(2g+1)-2"=m

b) Legyen m pératlan pozitiv egész. Ebben
az esetben S, eggyel t6bb tagbdl all, mint S,,,_1.

Sm—Sm-1=

mT‘ 1 2m || jog, Zm=2
z 2k +1) oket] _ ol P ak1] ),

m- (2[1092 o 1). (5)

Az el6z6hoz hasonléan belathaté, hogy itt is

2m -2 2m
1 o ha 2k+ 1
{ng ok + 1} {g22k 1} achri=m

és igy az (5) Osszeg:

S-S, =m- (2[1%% - 1) —m

Ezzel belattuk, hogy ha az allitds igaz valamely
m-re, akkor igaz (m — 1)-re is. Ezzel a bizonyi-

tast befejeztiik.
Rakonczai Gyérgy, Budapest

A megoldék széma: 3.

A megoldék névsora: Bir6 Balint, Eger (451.,
452.); Borbély Jézsef, Tata (450-454.); Délyay
Pal Péter, Szeged (450., 451. 3 mdd, 452-454.);
Nagy Sandor, Békéscsaba (450., 451. 3 méd,
452.); Rakonczai Gyorgy, Budapest (450., 452.,
454.); Tuzson Zoltan, Székelyudvarhely (451.);
Zsid6 Nagy Gyorgy, Kolozsvar (450. 2 méd,
452.).
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