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Utmutaté a tankdnyv hasznalatahoz

A konyv jelrendszere és kiemelései segitenek a tananyag elsajatitasaban.

— A kidolgozott példak gondolatmenete mintat ad a modszerek, eljarasok
megértéséhez és a tovabbi feladatok megoldasahoz.

— A legfontosabb definiciokat és tételeket szines kiemelés jelzi.

— A tananyag apro betiivel szedett részei és a bordd szinnel megijeldlt kidolgozott
mintapéldak a mélyebb megértést segitik. Ezek az ismeretek sziikségesek az
emelt szintd érettségihez.

— A margon abrak, az adott lecke f6bb vazlatpontjai, ismétl6, magyarazo részek,
valamint matematikatorténeti érdekességek talalhatok.

A mintapéldak és a kit(izott feladatok nehézségét harom kiilonb6z6 szinnel jeldltiik:

elemi szint(i gyakorld feladatok, amelyek megoldasa, begyakorlasa
nélkiilozhetetlen a tovabbhaladashoz.
Kék: a kozépszintli érettséginek megfeleld szinvonald feladatok.
Bordad: az emelt szinti érettségire valo felkésziilést segitd problémak, feladatok.

Ezek a szinkodok megfelelnek a Mozaik Kiadd Sokszini matematika
feladatgydjtemeényeiben alkalmazott jeloléseknek. A feladatgydjtemény-sorozat tobb
mint 3000, a gyakorlashoz, az 6rai munkahoz és az érettségi felkésziiléshez is
alkalmas feladatot tartalmaz.

A kit(izott feladatok végeredményei megtalalhatok a www.mozaik.info.hu honlapon.
A tankényv feldolgozasahoz tovabbi segédanyagokat kinal a www.mozaweb.hu oldal.
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Néhany megszivielendd jo tanacs és megjegyzés azoktol, akik nagyon magas
szinten miivelték és ismerték a matematika tudomanyat. Adjanak ezek alapot és
biztatast mindazoknak, akik szeretnék a konyvben szerepld modszereket,
osszefiiggéseket elsajatitani.

A problémamegoldas csakugy gyakorlat kérdése, mint az (szas, Sizés

vagy zongorazas. Megtanulni is csak utanzas és gyakorlas dtjan lehet. Nem adhatok
kulcsot mely minden ajtot megnyit, és minden problémat megold, de adhatok
utanozhato, jo példakat és sok alkalmat a gyakorlasra. Aki (iszni akar tanulni, annak
vizbe kell ugrania, aki problémakat megolaani akar tanulni, annak problémak
megoldésat kell gyakorolnia. (Pélya Gy6rgy)

Nyomot hagy emlékezetiinkben az, amit eqyszer magunknak kellett kitalalnunk,
kévethetjiik majd ismét ezt a nyomot, ha arra sziikségtink tamad. (G.C. Lichtenberg)

A matematikaban — ellentétben a mindennapos tapasztalattal mas tertileteken —
dltalaban annak van szerencséje, aki azt megérdemii. (Rényi Alfréd)

A matematika olyan jatszma, ellentétben a sakkal, ahol visszaléphetiink eqgy Iépést.
Csak az utolso lépés szamit. (Erdds Pél)

Tapasztalati tény, hogy a vilag a logikus gondolkodas térvényei szerint mikadik. ...
Azt viszont nem tudom, hogy a vilag miért tgy van megalkotva, hogy benne
logikusan gondolkodva lehessen eligazodni. (R. L. Dobrusin)

Eredményes munkat és tanulast kivannak a Szerzék.



Kombinatorika,
halmazok

A kombinatorika, a ,,kombinalas tudomanya” rendszerint dolgok
megszamlalasaval foglalkozik. EIGszor Leibniz rendszerezte

a kombinatorikai ismereteket, majd Jacob Bernoulli alkalmazia
valoszintiségszamitasi problémak megoldasakor.

A XX. Szazad kGzepén a gyakorlati alkalmazhatosag miatt nagy
fejlédeésnek indult a matematikanak ez az aga.




1. Grafok

A 35. dbréan az Arpad-hézi kirdlyok csalddfdjanak részletét lathatjuk.
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Rajzold meg a sajat csalddfadat! Legaldbb 3 generéciot dbrazolj!

35. dbra

1. példa N

Egy sziget 5 falujat kdzvetlenil 6sszekotd szarazfoldi utakrol az aldbbiakat

tudjuk: A-t és B-t két at koti 6ssze, A és C kozott és B és C kozott egy-egy

0t épiilt. D-bél kdzvetlen at vezet C-be és E-be is. Ezek az utak nem

keresztezik egymast. A szigeten a sirli novényzet és a sziklak miatt csak

az utakon lehet kozlekedni.

a) Ellehet-e jutni a szarazf6ldon A-bol E-be?

b) El lehet-e jutni a szarazfoldon A-bdl E-be, ha az A és C kozotti tton
hoakadaly miatt nem lehet kozlekedni?

¢) Ellehet-e jutni a szarazfoldon E-b6l B-be, ha C és D kozott atlezaras van?

Készitsiink rajzot! A varosoknak pontok, a koztiik levd utaknak vonalak
feleljenek meg. A rajzrol leolvashatdk a vélaszok a kérdésekre. (36. dbra)
Megoldas (a)

A-bdl E-be C-n és D-n keresztiil el lehet jutni.

Megoldas (b)
Ha A-bd6l nem lehet C-be menni kozvetleniil, akkor B-felé keriilve
elérhetjiik C-t, majd D-t és E-t is.

36. abra

Megoldas (c)
Mivel az E-bSl B-be 0sszes lehetséges ut dthalad a C-t D-vel 6sszekoto
dton, ha ez le van zdrva, akkor nem lehet eljutni E-bSl B-be.



A példa megoldasat segitette, hogy olyan abrat rajzoltunk, amelyben a va-
rosoknak pontok feleltek meg, €s két pontot 6sszekotottiink, ha a nekik
megfelel varosok kozott vezetett tt. Az 6sszekotS vonal lehetett egye-
nes, gorbe, csak az volt a Iényeges, hogy melyik két pontot kototte Ossze.
Az ilyen tipusu ,,dbra” m4s feladatok megolddsa sordn is hasznos lehet.

DEFINICIO: Grdfnak nevezziik a pontokbdl és — az ezekbdl alkot-
hat6 pontparok koziil néhanyat (lehet, hogy min-
det, lehet, hogy egyet sem) osszekoté — vonalakbol
allo alakzatot. A pontok a graf pontjai vagy csiicsai,
a vonalak a graf élei. (37. abra)

Jelolések:

A G graf pontjainak halmazat V(G)-vel jeloljiik.
(Az angol vertex = cstcs sz6bdl.)

A G graf éleinek halmazat E(G)-vel jeloljiik.
(Az angol edge = €l sz6bdl.)

DeriNic10: Huroknak nevezziik az olyan élt, amelynek két
végpontja ugyanaz a pont. 76bbszoros élt kapunk,
ha két pont kozott egynél tobb élt hizunk. Egy
grafot egyszerii grdfnak neveziink, ha pontjainak és
éleinek halmaza véges, és a grafban nincs se hurok,
se tobbszoros él. (37. dbra)

A tovabbiakban dltaldban egyszer(i grafokkal foglalkozunk.
Ha példaul egy egyszerd grafnak 6t pontja van, akkor legfeljebb annyi

éle van, ahanyféleképpen 6tbdl kettSt ki tudunk valasztani, azaz ﬁ

2. példa

Egy varosi oregfiuk teniszbajnoksagot egyenes kieséses rendszerben jatsza-

nak, azaz a jatékosokat parokra osztjak, akik megmérkéznek egymassal,

a gyGztes tovabbjut, a vesztes kiesik. A jatékosokat 1-8-ig rangsorba alli-

tottak, és ugy osztottak be a tablan, hogy az els6 négy jatékos koziil minél

jobb jatékos valaki, annal gyengébb ellenfelei legyenek.

A bajnoksag eredményét a 38. dbran lathato grafon abrazoltuk. Ha két

jatékos meccset jatszik egymassal, akkor a bel6liik induld élek k6zos

végpontjaba irjuk a gy6ztes jatékos szamat.

a) Kik jatszottak a dont6t?

b) Hany meccset jatszottak a bajnoksagban?

¢) Kik koziil kertilhet ki a masodik legjobb jatékos, és még hany mérkdzés
kellene ahhoz, hogy kideriiljon, ki a masodik legjobb?

Megoldas (a)

A dontét az 1. és a 3. jatékos jatszotta, és végiil a 3. nyerte a bajnok-
sdgot.

%
hurok O

o t0bbszoros él

egyszerd graf

nem egyszerd graf
37. abra
graf, pont, él, hurok,

tobbszoros él,
egyszerti graf

D W N NN o s o =

38. abra



39. abra

fokszam

40. abra

iranyitott graf

KOMBINATORIKA, HALMAZOK

Megoldas (b)

A 38. dbra alapjan megszdmolhatd, hogy a bajnoksdgban 7 meccset
jatszottak Osszesen. Ez magyardzhat6 dgy is, hogy a bajnok kivételével
mindenki veszitett pontosan egy meccset. Mivel minden meccsen egy
jatékos veszit, a meccsek szdma megegyezik a vesztesek szdmaval,
vagyis az Osszes jatékos szdmandl 1-gyel kevesebb: 8 — 1 = 7.

Megoldas (c)

A madsodik legjobb jatékos az lehet, akit a bajnok vert meg, hiszen
a tobbiek olyantdl kaptak ki, aki szintén kikapott valakitSl. A bajnok
3. jatékos az 1., a 2. és a 6. jatékost verte meg. Horom jdtékos koziil két
mérkdzéssel donthetjiik el, hogy ki a legjobb, példaul a 39. dbran
lathat6 graf szerinti beosztdsban.

L R R 2

Grafokkal dbrazolhatjuk a szerves vegyiiletek molekuldinak szerkezeti
képletét. Péld4ul:

H H 0 H H H
\ \ 7 [ /
Hf(‘)fH Hf(“,fC Hft“,f‘CfO
\
H H 0—H H H
metén (CHy) ecetsav (CH;COO0H) etil-alkohol (C,H50H)

Figyeljiilk meg, hogy melyik atom hdny kotést alakit ki! A szerves
vegyliletekben a sz€natom mindig 4, az oxigén 2, a hidrogén 1 kotést
alakit ki. Ha a szerkezeti képletet grafnak tekintjiik, egy atom annyi
kotést alakit ki, amennyi a bel6le kiindulé élek szama.

DeriNiciO: Egy graf egy pontjanak fokszdma (foka) a pontban
talalkozo élek szama.

3. példa

A 40. abra a réten él6 néhany dllat taplalkozasi kapcsolatait mutatja.

a) Mely allatok a cstcsragadozok?

b) Allitsunk dssze taplalkozési lancot az brézolt életkozosség tagjaibol!

Megoldas (a)

Mivel a nyil kezdSpontjaban lev§ allat taplaléka a nyil végpontjdban
levé allatnak, azok a csucsragadozdk, akikbSl nem indul nyil, azaz
a vetési varju és a fehér golya.

Megoldas (b)

Taplélkozasi lanc példaul a nyilak mentén haladva: pézsitfifélék —
— sdskdk — zold levelibéka — fehér golya.

DEFINICIO: Irdnyitott grdfnak nevezziik a pontokbdl és pont-
parokat osszekotd iranyitott vonalakbdl allo alak-
zatokat. Ennek éleit irdnyitott éleknek nevezziik.



Feladatok

1. Melyik természetes szam primtényezds felbontdsét abrazoltuk a graffal? Irjuk fel a prim-
tényezGs felbontdst szorzatként!

a) b)

2. Rajzoljunk gréfot a kdvetkez$ szamok primtényezds felbontdséra:
a) 54; b) 96; c) 144.

3. Hogyan tervezhetjilk meg egy 32 {Gs tenisztorna beosztasat ugy, hogy a 8 kiemelt jatékos
a lehetd legkésGbb taldlkozzon egymadssal, és az els6 négy koziil minél erGsebb jatékos
valaki, anndl gyengébb ellenfelei legyenek?

4. Van 16 db latszolag egyforma, de kiilonbozd tomegtl zsdk. Egy kétkard mérleg segit-
ségével legkevesebb hany méréssel valaszthatd ki

a) alegnehezebb zsak; b) a masodik legnehezebb zsdk?
5. Abrdzoljuk griffal az llatok orszdgdnak torzseit és osztélyait!

6. Alkossunk kombinatorikai feladatot, melynek megoldasat a kovetkezd grafok adjak:

a) b)

7. Adott négy vdros, nincs kozottiik hdrom vagy tobb egy egyenesre esd. a varosokat négy
egyenes szakaszbdl all6 uthalézattal akarjak 6sszekotni kdzbeesS dllomdsok nélkiil. A
keresztezés megengedett, de ott aluljarot — vagy feliiljarot kell épiteni. Hanyféle ilyen
halézat lehetséges?

8. Az afrikai szavanndk életk6zosségébdl adjuk meg legaldbb nyolc €l61ény nevét, és raj-
zoljunk meg egy olyan grafot, amely a tdpldlkozasi kapcsolataikat mutatja be!

7 & R PP PP PP PPPRPP PP TP TR .



Ertelmezziik az dbrdn lathato logisztikai rendszert!

informécio-
aramlas
beszerzés q anyagaramlas

N

alapanyag- h : készaru- N —
beszallitds | m—— pae | termelés | mm—) s ) kiszilitas
; —} megrendelés- AR oY

megrendelés feldolgozds értékesités

Rajzoljuk le azt a grafot, amelynek pontjai a természetes szdmok 0—-20-ig, és egy a szambdl
nyil mutat b-be, ha a osztdja b-nek. Melyik az a szdm, amelybdl az 6sszes szdmba mutat
nyil? Melyik az a szdm, amelybe az 0sszes szambdl mutat ny{l?

11. Kovécs tirhoz és feleségéhez hdrom hazaspar érkezett vendégségbe. Udvozléskor néhanyan
kezet fogtak egymadssal, de senki sem fogott kezet a hdzastarsaval. Amikor mindenki meg-
érkezett, Kovdcs Ur megkérdezte Sket, hany emberrel fogtak kezet a jelenlevék koziil.
Hény vendéggel fogott kezet Kovécs ur felesége, ha tudjuk, hogy a kérdésre Kovécs tr hét
kiilonboz6 valaszt kapott?

12. Rajzoljuk le a kovetkezs testek élvazanak grafjat:
a) kocka;
b) dodekaéder (12 db szabdlyos 6tszoglapbdl
allo test).

Ez alapjan menjiink végig az 6sszes csticsponton
egyszer!

Példaul a tetraéder és grafja:

4 Rejtvény
A titkosszolgalat 7 iigyndke egymast is figyeli.
A 001-es iigynok figyeli azt az iigynokot, aki figyeli a 002-est.

A 002-es iigynok figyeli azt az iigyndkot, aki figyeli a 003-ast.

Es igy tovabb, a 007-es figyeli azt az iigynokot, aki figyeli a 001-est.

Ki figyel kit?




Algebra
es szamelmelet

A szamelmeélet a matematika egyik legrégibb aga. Régészeti leletek bizonyitjak,
hogy az ember mar az Gskorban is hasznalt szamokat. A kilonb6zg
5zamok jelképes jelentést nyertek, igy alakult ki a szammisztika.

A Biblidban, kiiléndsen az Oszévetségben a 7-es szém
jatszott specialis szerepet, a hindu mitologiaban a 10-nek
volt jelentosége. Az okori matematikusok,

akik elsdsorban pozitiv eqész szamokkal Szamoltak,
észrevették e szamok érdekes tulajdonsagait. Kialakult
a néqyzetszamok, haromszGgszamok, primszamok és
0sszetett szamok fogalma.

A szamokkal valo jatékbol mara az eqyik
legérdekesebb, €s a gyakorlatban is jol hasznalhato
tudomanyag fejladott ki.



1020
510
258

51
17
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1224
612
306
153

51
17
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legnagyobb k6zos

osztdé

Euklideszi algoritmus
a legnagyobb kozos o0sztd

kereséseére:
73125=9-
7425 =1
6300 =5-
1125 =1
900 =4-

7425 + 6300
6300 + 1125
1125 + 900
900 + 225
225+ 0

Az utols6 nem 0 maradék
a legnagyobb kozos osztd.

ALGEBRA ES SZAMELMELET

10. Legnagyobb kozos oszto,
legkisebb kozos tobbszoros

1. példa
- 020 ..
Egyszerisitsiik a —— tortet!
1224

Megoldas

Eljarhatnank ugy, hogy egy-egy szdmmal egyszer(sitiink, és megnéz-
ziik, hogy az 0j szamlélét és nevezSt mivel lehet még egyszerdsiteni.

2 2

Keressiik meg a legnagyobb szamot, amellyel egyszerdsiteni tudunk!

Készitsiik el a szamok primtényezds felbontasat!

.............................. 1020:22,3,5,17; 1224:23.32.17'

Lathatjuk, hogy a k6z6s primtényezSk miatt a két szamnak vannak
kozos 0sztéi. A legnagyobb kozos 0sztét a kdzos primtényezSkbol ké-
pezhetjiik: 2% - 3 - 17 = 204.

y 1020 5
Ezzel egyszerlsitve: ——=—.
1224 6

DEerFINiCIO: Két pozitiv egész szam esetén a kozos osztok koziil
a legnagyobbat a két szam legnagyobb kiozos oszto-
Jjanak nevezziik.

Az a és b legnagyobb kozos osztojanak jele: (a; b).

Példaul az elébbi esetben (1020; 1224) = 204.

Bebizonyithat6 az, hogy a kozos oszték mindegyike osztdja a legna-
gyobb k&z0s osztonak.

72

A legnagyobb ko6zos 0szté a primtényezés felbontasbol elgallit-
haté ugy, hogy a kozos primtényezéket az el6fordulo legkisebb
hatvanyon osszeszorozzuk.

2. példa
Keressiik meg a kovetkezé szamparok legnagyobb kdzds osztojat:
a) (73 125; 7425); b) (4617; 6800)!

Megoldas (a)

A szdmok primtényezss felbontdsa:
73125 =3%-5%.13; 7425=3%.52 - 11.
A legnagyobb kozos oszté tehdt (73125; 7425) = 32 - 52 = 225.



Megoldas (b)
A szdmok primtényez§s felbontdsa:
4617 =3%-19; 6800=2%-52-17.

A két primtényezds felbontdsban nincs kozos tényez. Ez azt jelenti,
hogy egyetlen k6z0s osztéjuk van, az 1. Tehét (4617; 6800) = 1.

DEFINICIO: Azokat a pozitiv egész szamokat, melyeknek a legna-
gyobb kozos osztdja 1, relativ primeknek nevezziik.

Fontos latnunk, hogy ha két kiilonb6z6 szdm relativ prim, akkor nem
feltétlentiil kell primnek lenniiik, de ha primszamok, akkor biztosan
relativ primek is. Példaul (15; 8) =1, (11;43) =1, de (11;275) = 11.

Nemcsak két szdm esetén beszélhetiink legnagyobb kozos osztordl,
hanem harom vagy tobb szdm esetén is.

Példdul (7425; 6800; 73 125) = 52 = 25 az el6z6 primtényezds felbon-
tasok alapjan.

3. példa ]

Végezzik el az ——+—— 0 ast!
égezzilk el az 1176+720 Osszeadast

Megoldas

Ko6z6s nevezdnek vidlaszthatndnk a két nevez$ szorzatdt, de nagy
szamok esetén nehéz lenne megtaldlnunk az egyszer(sités lehetGségeit,

27z

ezért probaljuk a lehetd legkisebb kozos nevezdt elGallitani.
A nevezdk primtényezds felbontdsa: 1176 =23 -3 - 72,720 =2%. 32 5,

Ha az 6sszes itt el6forduld primtényezét (a kozoseket a nagyobb
hatvanyon) 0sszeszorozzuk, akkor mindkét szam tobbszorose 4ll eld,
mégpedig a legkisebb: 24 - 32 - 5 - 72 = 35 280.

1 2:3-5+72 79

1
Az 0sszeadas: + = = .
23.3.72 24.32.5 24.32.5.72 35280

DEeriNicIO: Két pozitiv egész szam esetén a kozos tobbszorosok
koziil a legkisebb pozitiv szamot a két szam legkisebb
kozos tobbszorosének nevezziik.

Az a és b legkisebb kozos tobbszorosének jele: [a; b].
Példaul az el6z6 esetben: [1176; 720] = 35 280.

A szamok primtényezds felbontasaboél a legkisebb kozos tobb-
szoros eldallithaté gy, hogy minden eléfordulé primet ossze-
szorzunk az el6fordulé legnagyobb hatvanyon.

relativ primek

1176
588
294
147

49

720
360
180
90
45
15

~N ~ W N NN
Ol W w NN NN

legkisebb k6zos
tébbszorés



Ha két szam relativ prim,
akkor a legkisebb kozos
tobbszorgs a két szam
szorzata.

ALGEBRA ES SZAMELMELET

4. példa
Keressiik meg a 972, 8775 szamok legkisebb kdzos tobbszorosét!

Megoldas
A szamok primtényezGs felbontésa:

972=22.33 8775=33.5%.13.
A legkisebb kozos tobbszoros: [972; 8775] = 2% - 3% - 5213 = 315 900.
* ¢ o

Eszrevehetjiik, hogy ha két szam relativ prim, akkor a legkisebb kozos
tobbszoros a két szam szorzata lesz.

Feladatok

2 2

Egyszertsitsiik a kovetkezd torteket!
1425 3168 39375

sl b : .
% ) 52272 ) 18375

1725°

Az Gt mentén az egyik oldalon 24 méterenként fak dllnak, a mésik oldalon 51 méterenként
villanyoszlopok. Egy helyen egymdssal szemben van egy fa és egy oszlop. Legkozelebb
milyen tdvolsdgra fordul ez djra el§?

Egy autébuszdllomdsrol két autébuszjdrat indul, az egyik 30 percenként, a mésik 25 per-
cenként. Reggel 6.00-kor egyszerre indul a két jarat. Déli 12 6rdig hanyszor fordul el§ az,
hogy egyszerre indulnak az autébuszok?

Igaz-e, hogy két szomszédos pozitiv egész szam mindig relativ prim?

Két pozitiv egész szdm Osszege 175, a legnagyobb kozos osztdjuk 35. Melyek ezek a sza-
mok?

. Adjunk meg harom olyan szdmot, melyek relativ primek, de barmely két szdm legnagyobb
koz6s osztdja nagyobb 1-nél!

. Tudjuk, hogy a | b. Mivel egyenl§ [a; b] illetve (a + b; b)?
Milyen a szamok esetén igaz, hogy [a; 24] = 727

. Melyik az a legkisebb, 7-tel oszthat6 természetes szdm, amely 2-vel, 3-mal, 4-gyel, 5-tel
és 6-tal osztva mindig 1 maradékot ad?

10. Bizonyitsuk be, hogy ha a és b természetes szamok, akkor (a; b) - [a; b] = a - b!

Rejtvény

Hatarozzuk meg azokat az o és b pozitiv egész szamokat és a p primszamot, amelyekre teljesiil, hogy
[a;b] + (a;b) =a + b +p.




Fliggvenyek

,....d tlermeszet alapveto térvényei nem fejezhetok ki masképpen,

mint matematikai alakban, szamokkal jellemezhetd fizikai mennyiségek
kozotti 6sszeftiggések alakjaban. Mas szoval: a természet nagy

kényvében csak az tud olvasni, aki ismeri azt a nyelvet, amelyen e konyv irva
van, és ez a nyelv: a matematika.”

A fenti Szavakat Galilei véleményeként idézi RENY! ALFRED
az Ars mathematica cimd gydjteményében,
LA termeszet kbnyvének nyelve” cimd dialogusban.

GALILEO GALILEI (1564—1642) olasz fizikus, matematikus
elsGk kazott ismerte fel, hogy a fizikai jelenségeket
kisérletekkel tanulmanyozhatjuk,

S a térvényszertisegek leirasara a matematika
eszkaozei, a fliggvények hasznalhatok.




79. abra

1
Ha x > 0, akkor x + — > 2.
X

FUGGVENYEK

8. Tovabbi példak fiiggvényekre
(emelt szintii tananyag)

Megismerkedtiink néhany alapfiiggvénnyel, €s ezekbdl néhdny egysze-
rli atalakitassal, transzformdcidval elGéllithaté fiiggvénnyel. Most
tovabbi példdkat néziink néhdny Osszetettebb fiiggvényre.

Vizsgaljuk meg és abrazoljuk az f: (R\{0}) - R, f(x)=x +% fiiggveényt!

1. példa

Megoldas
Az f fliggvény pdratlan, mert ha x # 0, akkor

f(=x)= —)c+L = —(x+lj= - f(x).
—-x X

A grafikonja szimmetrikus az origéra, igy elég megrajzolni pozitiv

x-ekre, majd a kapott gbrbedarabot tiikkrozni az origéra. Pozitiv x-ekre

Ossze kell adni az x és ! értékeket. Mindkét fiiggvény képét jol is-
X

merjiik, akdr megtehetjiik, hogy szemléletesen ,,0sszeadjuk” ponton-

ként a grafikonokat. (79. abra)

A grafikon kis pozitiv x-ekre hozzdsimul az x — 1 képéhez, nagy
X

pozitiv x-ekre pedig az y = x egyeneshez. Szemléletesen lathatd, hogy
az 1 helyen minimuma van a fiiggvénynek, a minimum értéke 2. Ezt
most igazoljuk is.

Haa > 0, akkor a+ 1 >2, és az egyenldség csak a = 1 esetén igaz.
a
Mutassuk meg, hogy a bal oldal és a jobb oldal kiilonbsége nemnegativ,
és csak a = 1 esetén 0!
1 a*+1-2a _(a-1)?

a+—-2=
a a a

=0,

mivel a >0 és (a —1)2 >0, csak a = 1 esetén teljesiil az egyenldség.
* o o

Erdemes széban is megfogalmazni a most igazolt és igen sokszor
haszndlhat6 egyenlStlenséget.

Egy pozitiv szamnak és a reciprokanak az dsszege nem kisebb
2-nél, és csak az 1 szamra egyenl6 2-vel.

Még azt is konnyd igazolni, hogy a gorbét valdban jdl rajzoltuk, pozitiv

x-ekre az x — x + 1 fliggvény konvex.
X



70 b+

80. abra 81. abra

Vailasszunk tetszdlegesen két pozitiv szamot, példaul 0 < a < b! (80. abra)
A P és Q gorbepontokat 0sszekotS hur felez6pontjanak y koordinataja

1 1 1 1
a+—+b+-— 4=
a b=a+b+a b

2 2 2

Az [a; b] intervallum felezGpontjdhoz tartozé R gorbepont y koor-
a+b N 1
a+b’
2
Az utébbi nyilvan kisebb, mint az el¢bbi. Ehhez elég azt igazolni, hogy
L %
a
2 > a+b’
2
vizsgélva igazoltuk. A teljes f fiiggvény képe a 81. dbran lathato.

dindtdja:

de ezt éppen az x+— — gorbéjének konvexitasat
X

Erdemes megfigyelni, hogy negativ x-ekre a fiiggvénynek maximuma
van a —1 helyen, és a maximum értéke —2.

2. példa

Abrézoljuk és jellemezzik ag: R > R, g(x)= # fliggvényt!

Megoldas

Ehhez ismét j6 észrevenni, hogy g pdros fliggvény, mert g(—x) = g(x),
tehdt a gorbéje szimmetrikus az y tengelyre. Elég tehdt x = 0 esetén
vizsgdlni, majd a kapott gorbét tiikkrozni az y tengelyre.

A g fiiggvény grafikonjdnak pontosabb megrajzoldsdhoz ,.finomabb”,
magasabb matematikai eszkozokre is sziikség van.

Itt azt az utat valasztjuk, hogy el6szor elkészitjiikk az x> x> + 1,
x 2 0 fliggvény képét. Ez egy normadl parabola egyik fele 1-gyel feljebb
tolva. Ezutan ennek kell a reciprokat venni. (82. abra)




y=1-x2

86. dbra

Mivel 1 <% + 1, 0<1 !

5 <1, igy a gbrbe az y = 1 egyenes és az x
+Xx
tengely kozott lesz, méghozza csokken, hiszen x — x2 + 1 novekedett.
A teljes fiiggvény képe a 83. dbrdn lathatd. A gérbének kiilon neve is
van, az tn. Agnesi-féle gorbe.

-4 -3 = 4 0 1 2 3 4 X

83. dbra

3. példa ,
Abrézoliuk és jellemezziik a h: R — R, h(x)= ﬁ fiigguényt!

Megoldas
-2x 2x

A h fiiggvény paratlan, mert h(—x) = =— =—h(x).
ggvény p (=x) ! 112 (x)

Elég tehdt x > 0-ra vizsgélni. h(0) = 0, ezutdn mar feltehetjiik, hogy

x> 0. Osszuk el a h-t definidl¢ tort szdmlaléjat és nevezGjét is x-szel:
1
x+—

h(x) = 2 T Err6l konnyd észrevenni, hogy éppen az X

xX+—
X

roka. Ennek 2-szeresét pozitiv x-ekre ismerjiik, igy ezt a gorbét is fel

tudjuk rajzolni. (84. abra)

recip-

Acteljes fiiggvény képe egy sz€p grafikon, kiilon neve is van: Newton-
féle szerpentin (85.abra). A pontosabb grafikon elkészitéséhez itt is
sziikség van magasabb szintli matematikai eszkozokre.

A fiiggvény |—oo; —1]-ben csokken, [-1; 1]-ben nd, majd [1; +eo[-ben
csokken. A —1 helyen minimuma van, értéke —1, az 1 helyen maximu-
ma van, értéke 1. A fiiggvény értékkészlete a [—1; 1] zért intervallum.

N

Abrazoljuk és jellemezziik ak: (R\{-1;1}) > R, k(x)= # fiiggvényt!

4. példa

Megoldas

A k péros fliggvény, ezért elég x = 0, x # 1-re dbrdzolni, majd a kapott
gorbét tiikrozni az y tengelyre.

Abrézoljuk elészor az x — 1 —x2, x > 0 fiiggvényt, ennek a képe egy
félparabola. (86. abra)



Ennek reciprokdt az x # 1, x > 0 helyeken megrajzolhatjuk. (87. abra)
Ezutan a kapott gorbét tiikkrozziik az y tengelyre. (88. abra)
A k fiiggvény ]—oo; —1[-ben és ]-1; 0]-ban csokken, [0; 1[-ben és

]1; +oo[-ben nG. A 0 helyen helyi minimuma van, a minimum értéke 1.

y Y

>
!

T
1-x?

1
V=i (=0

87. abra 88. abra

A k értékkészlete a |-oo; O[ U [1; +oo szdmhalmaz, mésképpen igy is
irhatjuk: az R\ [0; 1[ szdmhalmaz.

Feladatok

1. Abrazoljuk és jellemezziik a kovetkezd fiiggvényeket!

2 2
a) f(R\{—l})—)R’ f(_x):x_, b) g(R\{l})%R, g(x):x 2x+2’
x+1 2x-2
1 1
¢) h:(R\{0}) > R, h(x)—x—z, d) k: (R\{2}) > R, k(x)_—x2_4x+4.

~— Rejtvény ~

Az abran lathatd vazak kezdetben iiresek, egy-egy
csapon keresztiil toltjiik Gket vizzel.

A csaphdl egyenletesen folyik a viz (idGegységenként
ugyanakkora térfogati).

Vazoljuk annak a fiiggvénynek a grafikonjat,

amely leirja, hogy az idd fiiggvényében hogyan
valtozik a vizfelszin teriilete.




Egyenletek,
egyenlotienségek,
egyenletrendszerek

Az okori Mezopotamiabol Kr. e. 2000-b6l szarmazo €kirasos tablak alapjan tudjuk,
hogy az akkori irastudok mar meg tudtak oldani egyenleteket

€s egyenletrendszereket. A mai ismereteink szerint a legrégebbi egyiptomi irasos
emléken, az un. Rhind-papiruszon mar lathatjuk

a nyomait a gyakorlatbol eredd algebrai ismereteknek,
€S kozttik néhany egyenletre vezeto feladatnak.

rl A papirusz iréja Ahmesz kiralyi irnok volt, aki
a mindennapi-élettel kapcsolatban tizott ki
szamolasi feladatokat, és adta meg

azok megoldasait. Késébb még szamos hasonlo lelet
bukkant fel, melyeken tovabbi feladatok talalhatok,
Jelezve az akkori Szamolasi technikék fejlettségi
szintjét, melyeket egyszert

egyenletek megoldasara hasznaltak fel.




,— Ha kilenc kalyhaban

0t és fél nap alatt tizenkét
kobméter biikkfa ég el,
mennyi nap alatt ég

el tizenkét kalyhaban kilenc
kébméter biikkfa?

— Ha kilenc kalyhaban. ..

Az iroasztal el6tt Glok,
valami cikket olvasok.
Nem tudok figyelni.

A masik szobabdl mar
harmincétédszér hallom
a fenti mondatot.

Mi a csoda van mdr azzal
a biikkfaval?”

Ezekkel a sorokkal kezdddik
KARINTHY FRIGYES Tanifom

a kisfiamat cimd novellaja.
A végén pedig azzal zarul,
hogy az apa tovabbadja azt
a kobakra Gitést, amit annak
idején 6 is kapott az apjatol,
aki hasonlé modon el
akarta magyarazni neki

a feladat megoldasat agy,
hogy val6jaban 6 sem
értette meg.

megoldas; gyok

EGYENLETEK, EGYENLOTLENSEGEK

1. Az egyenlet, azonossag fogalma

A mindennapi életben vagy a természet torvényeinek vizsgélata sordn
gyakran taldljuk szembe magunkat olyan kérdésekkel, melyek megva-
laszoldsa nem egyszerd. Ennek elsGsorban az az oka, hogy értelmiink
csak korlatozott mértékben tud tobb 1€pésben elére kalkuldlni dolgokat.
A gondolkod6 ember ezért olyan eszkozoket keresett, amelyekkel ezt
a képességét segiteni tudja.

Ezek egyike a matematika egyik igen eredményes eszkoze, az egyenlet.

1. példa

Melyik az a szam, amelynek a kétszeresébdl ha 1-et kivonunk, akkor az
eredmény megegyezik azzal az értékkel, melyet gy kapunk, hogy a szam
haromszorosat 2-bél kivonjuk?

Megoldas

A keresett szam legyen x! A késGbbiek sordn is igen hatékony lehet,
ha az elsd 1épésben a feladatban megfogalmazott kérdésre adunk
véalaszt (természetesen Ugy, hogy az ismeretlen szdmot valamilyen
bettivel jeloljiik).

Ezutédn a feladatban megfogalmazott tulajdonsagokat irjuk le a mate-
matika nyelvét haszndlva:

2x—-1=2-3x!
fgy egy egyenlethez jutunk, melyet addig alakitunk at, mig abbdl az
ismeretlen értékét meg nem kapjuk. Konnyen rajohetiink, hogy felté-

teliinknek ebben az esetben csak az x =§ felel meg.

Ezt az értéket nevezziik az egyenlet megoldasanak vagy az egyenlet
gyokének.



2. példa
Oldjuk meg az egész szamok halmazan a kovetkezG egyenletet:
2+ 3) -4 =2+ 2.

Megoldas
2xX+6-4=2x+2,
2x+2=2x+2.

Az egyenlet rendezése utdn végeredményiil olyan egyenldséghez
jutunk, amely minden esetben igaz lesz, fiiggetleniil attdl, hogy milyen
értéket adunk az x véltozénak. Tehdt minden x € Z megoldéds. Az ilyen
egyenleteket azonossdgoknak hivjuk.

L K 2R 4

Minden egyenlethez hozzatartozik egy alaphalmaz, melyen a megol-
dasokat keressiik. fgy példaul a 2. példdban ez a halmaz az egész
szamok halmaza. Az egyenlet értelmezési tartomanya az alaphalmaz
azon legbdvebb részhalmaza, amelyen az egyenletben szerepld
kifejezések értelmezettek. Ha az alaphalmazt elére nem adjuk meg,
akkor a valés szdmok halmaza az alaphalmaz.

Az eddigi ismereteink alapjan az egyenletek fogalmara kétféle
meghatédrozast is adhatunk:

A) Az egyenlettel valgjaban egy kijelentd mondatot fogalmazunk
meg, melyben egy, vagy esetleg tobb ismeretlen, valtoz4 taldlhatd.

A matematikai logika azokat a mondatokat, melyekrdl egyér-
telmiien eldonthetd, hogy igazak vagy hamisak, kijelentéseknek
vagy dllitdsoknak nevezi. Minden egyes allitas vagy igaz, vagy
hamis logikai értékkel rendelkezik.

A fentiek alapjan meghatdrozhatd, hogy mit érthetiink egyenleten,
megadhatjuk annak fogalmat. Az egyenleteket tekinthetjiik
logikai fiiggvényeknek, vagyis olyan hidnyos allitisoknak, melyek
logikai értéke attdl fiigg, hogy a véltozé(k) helyére mit helyet-
tesitiink be. Példdul a 2x — 1 = 2 — 3x egyenlet dllitdsa aszerint ve-

szi fel az igaz vagy hamis értéket, hogy az x helyére az x = 5 érté-

ket, vagy valami mast helyettesitiink. Az egyenlet megoldasa so-
ran mindig arra toreksziink, hogy olyan x értékeket keres-

A logika torténete az okori
Gorogorszagba nyulik
vissza, ahol ARISZTOTELESZ
(i.e. 384-322) Organon
cim( mdve volt az els@
ezzel foglalkozé md.
Késdbbi kigpitésében
jelentds szerephez jutott

a magyar matematikusok
szamos képviseldje is.
Koziiliik PETER RozsA
(1905-1977) és KALMAR
LAszL6 (1905-1976)
munkassaga emelhetd ki.
E tudomanyteriilet eredmé-
nyeinek felhasznalasaval
készitette el NEUMANN JANOS
(1903-1957) a vilag els6é
elektronikus szamitogépét,
az Eniac-ot az 1940-es
években.

Készitsiink kisel6adast
az emlitett matematikusok
életérdl, munkassagarol!

NEumANN JAnos (1903-1957)

Egy egyenlet eszerint
olyasféle, mint az

a gyerekjaték, melyen
egymastol fliggetlentl
valtoztathatjuk egy ember,
fejét, trzsét és labait.
Egészen addig, amig nem
keriil a megfeleld testrész
a helyére, mulatsagos,
hamis abrakat kapunk.



B) Az egyenlet fogalmara szemléletesebb meghatdrozds is adhatd,
melyben a fiiggvényeknél megismert fogalmak hasznélhatok fel.
Ezt akkor alkalmazhatjuk, ha az egyenleteket tgy tekintjiik,
mintha az egyenldség két oldalan allo kifejezés egy-egy fiigg-
vény hozzarendelési szabalya lenne. fgy az 1. példa megoldasat

1. dbra

N2 X megkereshetjiik gy, hogy a két oldalon 4ll6 fiiggvények grafikon-
jait k6zos koordindta-rendszerben abrazoljuk. (1. abra)

= Az egyenlet megoldasa soran az alaphalmaznak olyan x elemeit
keressiik, melyre a két fiiggvény helyettesitési értéke egyenld,
azaz f(x) = g(x). (2 abra)

2. abra

Feladatok

Dontstik el, hogy a kdvetkezd mondatok koziil melyek tekinthetSk éllitdsoknak, melyek
igazak és melyek hamisak!

a) Ma péntek van.

b) A paralelogramma két atldja négy egyenld teriiletd részre osztja a paralelogrammat.
c) A2 azegyetlen paros primszam.

d) Hofehérke szebb, mint a gonosz mostohdja.

e) Minden péros szdm négyzete oszthatd 8-cal.

f) Ha x-hez hozzdadunk 15-6t, akkor 18-at kapunk eredményiil.

g) Holnap esik az esd.

A kovetkezd logikai fliggvényekben mit tehetiink a valtozé helyére, hogy igaz, és mit, hogy
hamis allitasokat kapjunk?

a) Az x olyan négyszdg, melynek minden szdge egyenld.

b) A c a legkisebb természetes szdm.

c) Ha egy szdm oszthat6 x-szel, akkor oszthat6 12-vel is.

d) Ha egy szdm oszthat6 12-vel, akkor oszthaté y-nal is.

e) Ha az x kétszeresébdl 3-at elvesziink, akkor 15-6t kapunk.
f) Az nolyan egész szam, mely legaldbb -2 és legfeljebb 4.



[rjunk fel olyan egyenleteket, melyek megoldésaval vélaszt adhatunk az a)—e) feladatokban
megfogalmazott kérdésekre!

a) Melyik az a szdm, amelyik kettGvel nagyobb a kétszeresénél?

b) Melyik az a szam, amelyik harommal kisebb a haromszorosanal?

c) Egy szamhoz hozzdadtunk tizet, majd megszoroztuk kett6vel, igy a kiinduldsi szamnal
haromszor nagyobb szdmot kaptunk. Melyik szdmbdl indultunk ki?

d) Melyik szamra gondoltunk, ha a hdromszorosdndl 7-tel kisebb szdm 5-tel nagyobb
a kétszeresénél?

e) Egy szamot megszoroztunk 6-tal, majd hozzaadtunk 6-ot, igy a 258-n4l 6-tal kisebb
szam hatodrészét kaptuk. Melyik szdmbdl indultunk ki?

Adjuk meg a valés szdmoknak azt a legbdvebb részhalmazat, melyekben a kovetkezd
egyenletek megoldésait kereshetjiik!
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. Akovetkezd egyenletekben a valds paramétert jelol. Helyettesithetjiik-e az a értékét agy,
hogy a felirt egyenletek azonossigok legyenek? Irjunk olyan értékeket is a paraméter
helyére, hogy a felirt egyenletnek ne legyen megoldésa!

a) 3x—4=ax -4, b) T(x-2)=Tx+a,

c) —3—4x=a(x+%); d) 22x-3) + 32 —x) = ax.

Tekintsiik a kovetkezd egyenletek két oldaldn all6 fliggvényeket, és ezeket dbrazolva
keressiik meg, hogy mely pontokban metszik egymast!

a) —x +4 =3x; b) 2x—1=—x+2; c) Ixl=2x-3.

Rejtvény

Egy papirlapon az alabbi 6t llitas olvashato. EZ ENA cAPoNd-'A'L LITAS HAMIS

Az éllitasok koziil melyik igaz, melyik hamis?
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