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Utmutaté a tankdnyv hasznalatahoz

A konyv jelrendszere és kiemelései segitenek a tananyag elsajatitasaban.

— A kidolgozott példak gondolatmenete mintat ad a modszerek, eljarasok
megértésehez és a tovabbi feladatok megoldasahoz.

— A legfontosabb definiciokat és tételeket szines kiemelés jelzi.

— A tananyag apro betiivel szedett részei és a bordd szinnel megijeldlt kidolgozott
mintapéldak a mélyebb megértest segitik. Ezek és a csillaggal jeldlt definiciok,
tételek az emelt szintli érettségire valo felkésziiléshez sziikségesek.

— A margon abrak, az adott lecke f6bb vazlatpontjai, ismétl6, magyarazo részek,
valamint matematikatorténeti érdekesseégek talalhatok.

A mintapéldak és a kit(izott feladatok nehézségét harom kiilonb6z6 szinnel jel6ltiik:

elemi szint(i gyakorl6 feladatok, amelyek megoldasa, begyakorlasa
nélkiilozhetetlen a tovabbhaladashoz.
Kék: a kozépszint(i érettséginek megfeleld szinvonald feladatok.
Borda: az emelt szinti érettségire valo felkésziilést segitd problémak, feladatok.

Ezek a szinkodok megfelelnek a Mozaik Kiadd Sokszini matematika
feladatgydjtemeényeiben alkalmazott jel6léseknek. A feladatgy(jtemeény-sorozat tobb
mint 3000, a gyakorlashoz, az 6rai munkahoz és az érettségi felkésziiléshez is
alkalmas feladatot tartaimaz.

* o0

A matematika, a racid, a logikus gondolkodas vilagunk megismerésének egyik
talan leghatékonyabb eszkoze, amely néha megmagyarazhatatlan jelenségekkel
tarsul. Elvéalaszthatatlan a gondolkodé embertdl, és teljessé teszi mindennapi
tevékenységeit.

Néhany gondolat azoktol, akik mindezt megtapasztaltak:

A mi feladatunk atnydjtani a matematikai tudas faklyajat a jové mérnGkeinek,
tuddsainak, tandrainak és nem utolso sorban kutato matematikusainak. Segitenek
ebben a feladatok? Nagyon is. Minden értelmes élet legnagyobb része problémak
megoldasabal all, a mérndk, a természettudos munkajanak nem kis része matematikai
problémék megoldasabal.” (Paul R. Halmos)

,,Minden embernek Grékisen kérdezdskddnie kellene e nagy kaland minden Grajaban,
egészen addig a napig, mely utan nem hagy tébbé arnyékot a Nap alatt. Mert ha ugy
hal meg, hogy nincs tébb kérdés a szivében, milyen alapon szamithat folytatasra?”
(Frank Moore Colby)

,,Nem tudom, hogyan lat engem a vilag; de nekem gy tetszik, hogy csak tengerparton
jatszadozo kisfiu voltam, aki abban leli 6rémét, hogy olykor a szokottnal simabb
kavicsot vagy szebb kagylot talal, mig az igazsag 6ceanja kikutatlanul terdil el eldtte.”
(Sir Isaac Newton)

A matematikaban taldn nem is annyira az eredmény a fontos, hanem az ut, ahogyan
eljutunk hozza.” (Fried Ervin)

Eredményes munkat és tanulast kivannak a Szerzdk.



Szamsorozatok

Szamsorozatokkal talalkozunk mar az 0kori g6rog matematikaban is.

Taldn a legismertebb példa a Kr. e. 500 koriil élt Zénon egyik paradoxonja (aporidja).

A torténet szerint Akhilleusz utol akarja érni a tekndst, azonban barmilyen kicsi is a teknds
elonye, Akhilleusznak eloszor el kell jutnia oda, ahol most a tekngs van.

Amig Akhilleusz odaér, addig a teknds ujabb utat tesz meg. Akhilleusznak tehat ezt a tavolsagot
is meg kell tennie, de ezalatt a teknGs tjra elérébb jut €s igy tovabb a végtelensegig.

A gyors labu Akhilleusz tehat csak utak végtelen sorozatan keresztiil

érné utol a tekndst, ami lehetetlen.




szamsorozat

sy SZAMSOROZATOK

1. A sorozat fogalma, példak sorozatokra

1. példa
irjuk fel az 1., 2., 3., n-edik pozitiv paratlan szamot.

Megoldas

Az els@ paratlan szam az 1, a masodik a 3, a harmadik az 5, 4ltaldban
az n-edik 2n-1. Ezzel magadtunk egy szdmsorozatot, minden pozitiv
egész szamhoz hozzarendeltiink egy szamot.

DEFINICIO: A szdmsorozat olyan fiiggvény, amelynek értelmezési
tartomanya a pozitiv egész szamok halmaza, érték-
készlete szamhalmaz.

Jelolése: (a,),en+» Vagy roviden (a,). A sorozat n-edik tagja a,,.

Szokds néha a szamsorozatot ugy is értelmezni, hogy az értelmezési
tartomdny a természetes szamok halmaza, ilyenkor a 0-hoz is tartozik
fliggvényérték. Hogy melyik értelmezést célszer(i haszndlni, az mindig
az adott feladattdl fiigg.

A

2. példa
Szamitsuk ki az elsé n pozitiv paratlan szam 6sszegét.

I. megoldas

Gyijtsiink tapasztalatokat. E16szor hatdrozzuk meg a keresett 6sszeget
n=1,2,3,4,5 esetére:

1=1;

1+3=4;

1+3+5=9;
1+3+5+7=16;

1+3+5+7+9=25.

Lathatéan az eredmények sorra a négyzetszamok. Ennek alapjan azt
sejtjiik, hogy az els6 n pozitiv paratlan szdm Osszege n?, azaz

14345+...+2n—1=n%

Sejtéstink n = 1-re igaz. Tegyik fel, hogy n-reisigaz, és mutassuk meg,
hogy ebbdl kovetkezik, hogy az 0sszefiiggés n + 1-re is igaz:

1+345+ +2n+1=n2+2n+1=(n+1)>=~

Ezzel sejtésiinket teljes indukcidval igazoltuk.

Il. megoldas

Szemléltessiik az egyes pdratlan szdmokat a kdvetkez6 médon. Egy-
bevigd négyzetekbdl 4ll6 n hosszisagu szalag szemléltesse az n-et.
Példaul az 5-6t az 1. dbrdn l4that6 szalag szemlélteti.



Ha két ilyen szalagot Ggy helyeziink el, hogy egy négyzetiik fedi
egymadst, és egymasra merdlegesek, akkor egy 2n —1 kis négyzetbdl
allo L betlit kapunk, pl.: a 9-et a 2. abra szemlélteti.

Ha most az egyes pératlan szamokat szemléltet§ L alakzatokat sorra
egymadshoz illesztjiik, akkor minden 1épésben egy-egy négyzetet
kapunk, méghozzd az n-edik Iépésben éppen egy n oldald négyzetet.
(3. abra)

Ez igazolja, hogy
1+3+5+...+2n-1=n%

3. példa N

A paratlan pozitiv egészeket rendezziik el a kovetkez6 tablazatban. (Az elsé
sorban 1 szam van, minden kovetkezG sorban pedig 1-gyel tobb, mint az
eléz6ben.)

7 9 11
13 15 17 19
21 23 25 27 29

A tablazattal kapcsolatban a kovetkez6 kérdésekre keressiik a valaszt:
a) Hany szam van az els6é n sorban dsszesen?

b) Melyik szam dll az n-edik sor utolso helyén?

¢) Mennyiaz els6 n sorban allo szamok 0sszege?

d) Mennyi az n-edik sorban dll6 szamok 6sszege?

Megoldas (a)

Az els6 n sorban Osszesen 1 +2+3+...+n = paratlan

n-(n+1)
2

szdm van. Az els6 n pozitiv egész szam 0sszegét mar ismerjiik korabbi
tanulmanyainkbol. (4. abra)
Megoldas (b)

Az n-edik sor utolsé helyén az

n-(n+1)
2

-edik pozitiv pératlan szdm

all, ez pedig az els6 példa szerint

2.t e
Megoldas (c) .
A 2. példat alkalmazhatjuk itt, hiszen az elsG % pozitiv paratlan

szam Osszege:

n-(n+1) ?
— |

3. dbra

4. abra

n-(n+1)

1+2+3+...+n=




Yidlf sZAMSOROZATOK

Megoldas (d)

A (c) alkalmazasaval konnyen célhoz ériink. Az els6 n sor 6sszegébdl
levonva az els6 n—1 sor 0sszegét, éppen az n-edik sorban all6 sza-
mok 0sszegét kapjuk:

n-(n+1) 2_ (n-1-n 2_ ”2'((71"'1)2—(”—1)2)
2 2 - 4

Az n-edik sorban all6 szdmok Osszege tehat az n-edik pozitiv kobszam.

n3.

Erdemes ennek alapjdn a (c) feladat eredményét felhaszndlva megje-
gyezni, hogy az els6 n pozitiv kobszdm Gsszege:

2
B+23+3B+. +n3= (@J =(1+2+3+...+n)%.

.z

(Ezt mér az el6z6 fejezetben teljes indukcidval is igazoltuk.)
A kapott 0sszefiiggést n =4 esetére szemléletesen mutatja az 5. dbra.

Eddig mdr igazoltuk, hogy a pozitiv egész szdmok sorozatdnak elsd
n tagjat osszeadva ezt kapjuk:

1+2+3+...+n=@.
A pozitiv kobszdmok sorozatdnak els6 n tagjit 6sszeadva ezt kapjuk:
2
B+23433 4. +n3= (—n'('ﬁ_l)j :
2

4. példa N

Hatarozzuk meg a pozitiv négyzetszamok sorozatabol az els6 n tag
Osszegét: 12+ 22+ 32+ ... +n2=s,. 5,="7

Megoldas

Itt egy 1j otletet haszndlunk az 6sszeg meghatarozasahoz. Adjuk dssze
a kovetkezG n egyenlGséget, amelyek nyilvan igazak:

(n+1)3—n3=3n2+3n+1;
n-n-13=3-(n-12+3-(n-1)+1;

3222232243241
22_12=3.1243-1+1;
(n+1P-1=3-5,+3-(1+2+...+n)+n.

Atrendezve ezt kapjuk:

n-(n+l)
—
_ 2 3 _ 1
= (n+1)-(n +2n+1—1—5-nj = n-(n+1)-(n+§),

3.5, =(m+1)>—(n+1)-3-

_n-(n+1)-2n+1)
n— 6 .

amibdl s



5. példa
Janudr 1-jén 1 Ft-ot betesziink az Idedlis Bankba évi 100%-0s kamatra. Mennyi lesz
év végén a betétlink értéke, ha

a) évente; b) havonta; ¢) naponta

tokésitik a kamatot (azaz a kamatot is hozzaadjak a tokéhez, és onnan kezdve a meg-
novelt téke kamatozik)?

Megoldas (a)
Az év végéig nyilvan 1 Ft a kamat, tehdt a betét értéke az év végén 1 + 1 =2 Ft.

Megoldas (b)

A havonkénti t6késités azt jelenti, hogy minden hénap végén hozzdadjdk a
t6kéhez a honap elején kimutatott betét 1 havi kamatat, és a kovetkezd hénaptol
mdr az igy megnovelt betét kamatozik. Jelolje #,, t,, ..., t;, az egyes hénapok
végén a betét értékét. Ekkor

t1=1+i,
12

t2=1+i+ 1+L -iz
12 12) 12

2 2 3

3= l+i + 1+L NI 1+L ,
12 12) 12 12
112

t12=(1+12) =2,61 Ft.

Megoldas (c)
Szamoljunk tgy, hogy egy évben 365 nap van. Ekkor a naponta torténd t6kési-

téskor mindig az éves kamat 5 -0d részét irjdk hozza a t6kéhez. Ennek meg-

felelGen év végére a betét értéke

1 365
1+—| =2,7145Ftlesz.
365

Az eddigiek alapjan nyilvanvald, hogy ha az évet n egyenld részre osztjuk, ak-
kor amennyiben a t6késitést minden ilyen n-edrész eltelte utdn végzik, a betét

értéke az év végére
1 n
1+—| Ftlesz.
n

Mekkora lehet ez az érték, ha n elég nagy? Bizonyithatd, hogy minden pozitiv
egész n-re

1 n
(l +) <e=2,71828...,
n
ahol e az un. Euler-féle szam.

Az e irraciondlis, s6t nem gyoke semmilyen egész egyiitthatds egyenletnek sem.

Ezek szerint a maximadlis hozam, amit az adott feltételek mellett folytonos
tékésitéssel 1 Ft betéttel el lehet érni, az 1,72 Ft nyereség.




SZAMSOROZATOK

Feladatok

1. Hatdrozzuk meg a pozitiv paros szamok sorozatdnak n-edik tagjat, és elsé n tagjanak
Osszegét.

2. A kovetkezd szamharomszdgben a pozitiv
egész szamokat vettiik sorra, mégpedig az
elsd sorba az 1-et irtuk, és minden kovet- 2 4
kezd sorba két szammal tobbet irtunk, mint 5 6 8 9
az el6zGbe. 10 11 12 13 14 15 16

17 18 19 20 21 22 23 24 25

~N WL =

Vilaszoljunk a kovetkez6 kérdésekre!
a) Melyik szam all az n-edik sor utolsé helyén?

b) Mennyi az els6 n sorban 4ll6 szdmok Osszege?
¢) Mennyi az n-edik sorban all6 szdmok Osszege?

3. Igazoljuk a kovetkezd egyenlGségeket:

@) 12423434445+ +n-(ne1y="10FD(1+2),

3
b) 1'2‘3+2'3'4+3-4-5+---+n-<n+1)-(n+2)=”'<"+1)-('1+2)-(n+3);
T 1 !
¢) Tttt —+...t =1- :
1223 3.4 T hnt ntl

1 1 1 1 1 (1 1
d) + + +.o..t+ = PN E
1-2-:3 2-3-4 3.4-5 n-(n+1)-(n+2) 2 [2 (n+1)-(n+2)]

4. Adott két sorozat (a,) és (b,). Igazoljuk, hogy a két sorozat ugyanazokbdl a tagokbdl 4ll.
a) a,=(n+1)-(n+2)-(n+3)-...-(2n—1)-2n,
b,=1-3-5-...-(2n—1)-2";

1 1 1 1 1
n ot -
2 3 4 2n—-1 2n
1 1 1
+.o+—.
n+l n+2 2n

9. Figyeljiik meg a kovetkez$ egyenlGségeket. Fogalmazzuk meg dltaldnosan a sejtést, és bi-
zonyitsuk is be a talalt 6sszefiiggést.

1+2=3
445+6=T7+8
9+10+11+12=13+14+15
16+17+18+19+20=21+22+23+24



Tergeometria

A geometria a matematika egyik legdsibb fejezete. Bar a tudomany fejléaésével
a kutatas hatarai jelentésen kitaguliak, a 21. szazadban ugyanugy tarjuk fel a teret,

mint évezredekkel ezeldtt.

Arisztotelész szamara még csak az tint kiilénlegesnek, hogy a tengeren
tavolodo hajoknak a teste tinik el elobb, majd leqvéqiil az arboca.
Ugyanakkor ma az tirhajok a Marsot ostromoljak, az egyre nagyobb felbontasu

mikroszkopok pedig az anyag belso rejtelmeit tarjak fel.

A vilagdr és a mikrovildg titkainak megismeréséhez is
elengedhetetlen a tér fogalmainak, torvényeinek
pontos ismerete és alkalmazasa.

,,,,,,,




Néhany tertiletmérték
m?2-ben kifejezett nagysaga:

14r=100m2,
1 hektar = 100 ar =
= 10000 m?,

1 négyszogdl = 3,596 m?,

1 katasztralis hold =
=5,75462-103 m2 =
= 1600 négyszogol.

a téglalap teriilete

28. abra

.............................

TERGEOMETRIA

4. A teriilet fogalma, a sokszogek teriilete

Gyakran adédik, hogy kiilonboz6 tipusi alakzatok, sikidomok teriiletét
kell meghatdroznunk. Példdul egy telek nagysdga meghatdrozhatja
annak értékét, egy falfeliilet a hozza sziikséges burkolé anyagok
mennyiségét. Ezek a sikidomok legtobbszor sokszogek, de késGbb
latni fogjuk, hogy lehetnek tetszGleges vonallal hatarolt sikidomok is.

A sokszogek esetén a teriilet nagysaganak meghatdrozasa az egységnyi
teriilettel valé Osszevetés alapjan adodik. Az egységet célszerd egy
konnyen jellemezhetd, egyszerd alakzattal megjeleniteni. Ezt a szerepet
az 1 oldald, un. egységnégyzet kapta. (Az oldal hossza és a teriilet
nagysaga minden esetben az aktudlis egységekben értendd. Igy példaul
a négyzet oldala lehet 1 m, és akkor a teriilete 1 m? lesz. Ha a trgyalt
problémak sordn ennek nincs szerepe, akkor ezeket elhagyjuk.)

Pontosabban fogalmazva a teriiletet igy foghatjuk fel, mint egy fiigg-
vényt, ahol minden sikidomhoz hozzarendeliink egy pozitiv szdmot
a kovetkezdk teljesiilése mellett:

(1) Az egységnégyzet teriilete 1.

(2) Az egybevago sokszogek teriilete egyenld.

(3) Ha egy sokszoget részsokszogekre vagunk szét, akkor a ré-
szek teriiletének dsszege a sokszog teriiletével egyenld.

Igazolhat6, hogy ez a hozzdrendelés minden sokszoghoz egyértelmiien
hozzarendel egy pozitiv szdmot, azaz minden sokszdgnek van teriilete.

A definicié altalanosithatd abban az értelemben, hogy a sikidom nem
sziikségszertien egyenesek dltal hatdrolt, hanem tetszleges gorbék is
kozrezérhatjak. Mi ezek koziil a kor és részeinek teriiletét vizsgaljuk meg.

A teriilet fogalmat felhaszndlva lehetGségiink lesz a testek felszinérdl
beszé€lni, hiszen ha a feliilet sikba kiterithet§, akkor a felszin megegye-
zik a teriilet nagysagéval.

A téglalap teriilete

A sokszogek teriiletének meghatdrozasandl a téglalap teriilete szolgal
kiindulasi alapul. Ezért fontos eredményt rogzit a kovetkezd tétel.

TETEL: Az a és b oldali téglalap teriilete: t =a- b.

Bizonyitas
A tétel allitdsa nyilvanvald, ha a téglalapot egységnégyzetekre lehet
felvagni, azaz ha az oldalélek hossza egész szam. (28. dbra)

Abban az esetben, ha nem ez a helyzet, akkor a bizonyitds elvégzéséhez
finomabb eszk6zokre van sziikség, de az igazolds ekkor is az allitas
helyességét mutatja.



Téglalapok esetében megemlithetjiik, hogy barmelyik oldaldhoz tartoz6
magassiga a téglalap masik oldaldval egyenld. Igy az a megfogalmazis
is helyes, ha azt mondjuk, hogy a téglalap teriilete megegyezik egy
oldaldnak és a hozz4 tartoz6 magassdganak szorzatdval.

A paralelogrammak teriilete

A paralelogrammdk teriiletének meghatdrozasakor felhasznalhatjuk
a téglalapokra kapott eredményt. Barmely paralelogramma koénnyen
atdarabolhato vele egyenld teriiletd téglalappd a 29. dbrdnak megfeleld
modon.

Az é4bran keletkezd két haromszogre teljesiil, hogy egybevagdak,
igy teriiletiik egyenl6. Emiatt az ABCD paralelogramma teriilete
megegyezik az ABC’D’ téglalap teriiletével, vagyis a téglalap két
oldaldnak a szorzatdval. Az AD’ szakasz hossza viszont éppen
a paralelogramma AB oldaldhoz tartoz6 magassdga, igy ebben az
esetben is teljesiil a kovetkezd:

TETEL: A paralelogramma teriilete egyenlé barmelyik olda-
lanak és a hozza tartozé magassagnak a szorzataval:

t=a-m,

A haromszogek teriilete

A hdromszogek teriiletét a paralelogrammak teriiletére vezetjiik vissza.
Ugyanis ha az dbranak megfeleléen az ABC hidromszoget tiikrozziik
az AC oldal felez6pontjara, akkor egy ABCB’ paralelogrammat
kapunk. (30. abra)

Ennek a teriilete nyilvan kétszerese a haromszog teriiletének. Mivel
a paralelogramma a oldaldhoz tartozé magassdga a haromszog m, ma-
gassdgdval egyenld, ezért az ABC hdromszog teriiletére igaz a ko-
vetkezG:

TETEL: A hdromszog teriilete egyenld egy oldalanak és
a hozza tartoz6 magassag szorzatanak a felével:
t=2"a

2

Erdemes megemliteniink, hogy korabbi tanulményaink sordn szdmos olyan dssze-
fiiggéssel taldlkoztunk, melyek a hdromszog teriiletét mds jellemz$ adatokkal
hozzék kapcsolatba. Bizonyitas nélkiil ezek koziil sorolunk fel néhanyat:

t=p-s,ahol p ahdromszogbe irt kor sugara, s pedig a félkeriilet nagysaga;

t= \/s~(s—a)-(s—b)~(s—c), Heron képlete;

_b-c-sina

t , ahol o a b és c oldalak altal bezart szoget jelenti;

t= HTI;.C, ahol R ahdromszog koré frhat6 kor sugardval egyenld.

a paralelogrammma
teriilete

B
30. abra

a haromszog teriilete



31. abra

a trapéz teriilete

a konvex négyszég
teriilete

& TERGEOMETRIA

A trapézok teriilete

A trapézok teriiletének meghatdrozdsdban szintén a paralelogrammaék
teriiletképletét hasznalhatjuk fel. Ha ugyanis az ABCD trapézt tiikkroz-
ziik példdaul a BC oldaldnak a felezGpontjdra, akkor egy paralelogram-
mat kapunk. (31. dbra)

A trapéz teriilete a paralelogramma teriiletének a fele. Azaz:

TETEL: A trapéz teriilete a két alap szamtani kozepének és a
magassagnak a szorzataval egyenlo:

a+c
t= -m
2
A sokszogek teriilete

Mivel minden sokszoget feldarabolhatunk haromszogekre, ezért
terliletik meghatdrozdsa a hdromszogek teriiletének 0sszegzésével
elvégezhetd. Vannak azonban olyan specidlis esetek, amelyekben gyor-
sabban is meghatarozhatjuk a teriilet nagysagét.

Konnyen adddik a kovetkezd tétel:

TETEL: Tetszileges konvex négyszog teriilete egyenlo az atlok
és a kozbezart szog szinusza szorzatanak a felével:

1 ’
t=—-e-f-sing.
5 GG
Bizonyitas
Tekintsiik a 32. dbrat, és haszndljuk annak jeloléseit.

C

180°— ¢

D ‘y

32. abra

Nyilvanval6, hogy a négyszog teriilete a keletkezd négy haromszog
teriiletének az Osszege, ezért:

t=%-x-y-sin(p+%-y-u-sin(180°—g0)+

+%-u-v-sin(p+%-v-x-sin(180°—(p).



Felhaszndlva, hogy sin(180° — @) = sin ¢, a kifejezés kiemelésekkel
atalakithato:

t=%.[y.singo-(x+u)+v-Sin(p'(x+M)]=
1 . 1 .
=E'(x+u)'(y+V)'Sm‘P=E'€'f'sm(p‘

Az eredménybdl adédik, hogy ha egy konvex négyszog 4tléi merdle-
gesek egymadsra (ilyen négyszog példaul a deltoid), akkor teriilete az
atlok szorzatdnak a felével egyenld:

=41
2

Szabdlyos sokszogek esetén célszerd a sokszdget olyan egyenld szari
haromszogekre bontani, melyek akkor jonnek létre, ha a sokszog
csucsait a kozéppontjaval osszekotjilk. Az igy keletkez6 egybevago
haromszogek teriiletének Gsszege hatdrozza meg a sokszog tertiletét.
(33. dbra)

Egy n oldald szabdlyos sokszog esetén a teriilet nagysdga:

. T
r2.sin==
t:n.—n’
2

ahol r a sokszog koré frhat6 kor sugardnak hosszat jeloli.

Korédbbi tanulmanyaink sordn mdr igazoltuk, hogy addig, amig az egy-
bevigdsig a sokszogek teriiletét nem véltoztatja meg, egy k ardnyud
hasonldésdg esetén ez mar nem teljesiil.

A viltozds mértékét elegendd haromszogekre megvizsgalnunk. A hason-
16sdg egy a oldald, m, magassdgi hdromszdg méreteit k-szorosdra
valtoztatja meg. Ezért a haromszog teriilete:

_k-a-k-m, _ 2. A
2 2

t

Ebbdl kovetkezik, hogy a k ardnyu hasonldsdg a sokszogek teriiletét
k?-szeresére viltoztatja.

Feladatok

Mekkora a teriilete az a oldald szabdlyos haromszognek?

33. dbra

2. Egy paralelogramma egyik oldala 7 cm, a hozz4 tartozé magassaga 6 cm, a masik oldalhoz
tartozé magassdg 3 cm. Hatdrozzuk meg a mdsik oldal hosszit és a paralelogramma

szogeit.

3. Hatdrozzuk meg a paralelogramma &tldinak hosszat és a bezart sz6g nagysagat, ha az

oldalainak nagysdga 6 cm és 10 cm, a teriilete pedig 40 cm?.

.............................



10.

11.

. Egy haromszog oldalainak harmadol6pontjait a csicsokkal

. Adott ABC haromszoget osszunk két egyenld teriiletid részre

. Egy ABC haromszog mindegyik oldaldt a hosszdval meghosszabbitottuk, AB-t B-n,

BC-t C-n, CA-t A-ntidl. igya POR haromszoget kaptuk. Hanyszorosaa PQR harom-
szog teriilete az ABC hdromszog teriiletének?

kotottiik Ossze az dbra szerint. Hanyadrésze a keletkezd
PQOR haromszog az eredeti ABC hdromszdgnek?

az egyik csdcsdn dthaladé egyenessel.
A B

. Egy szabdlyos 6tszog oldala 10 cm. Mekkora a teriilete?

7 2

. Igazoljuk, hogy a kovetkezd dbrakon lathaté sotétebb szind részek teriiletdsszege egyenld

a vildgosabb szini részek teriiletének osszegével.

a) b)

paralelogramma, konvex négyszog, szabélyos nyolcszog
P tetszéleges P, Q oldalfelezé pontok

. Egy rombusz két atldja 2 és 4 egység hosszuisagu. A rombuszt a kozéppontja koriil 90°-kal

elforgatjuk. Szamitsuk ki az eredeti és az elforgatott rombusz kozos részének a tertiletét.

Létezik-e olyan egész oldald téglalap, melynek kertilete és teriiletének mérészdma meg-
egyezik?

Egy szabdlyos sokszog koré irhatd kor kozéppontjat tiikkrozziik rendre a sokszog oldalaira.
Legyen a sokszog teriilete 7, a tiikorképek altal meghatarozott sokszog teriilete 7.

a) Bizonyitsuk be, hogy 1< T? <4.

i

b) Mely sokszog esetén lesz T egész szam?



Rendszerezo
osszefoglalas

A rendszerezd Gsszefoglalas 0 célja az, hogy a 12. osztaly végeén segitse az érettségire
valo felkésziilést. Az Ot fejezet attekinti a négyéves tananyag nagy részet, néhany helyen
tovabbi kiegészitéseket, altalanositasokat is tartalmaz.

Az eqgyes fejezetek némileq eltérd jellegliek. Az algebra és szamelmélet fejezetben
Sok a kidolgozott példa, hiszen a tanult fogalmakat, tételeket, modszereket igy lehet
Jol attekinteni. A fliggvények és a geometria fejezetekben elsdsorban

a tanult fogalmak, tételek, eljarasok Gsszegytijtésére, rendszerezésére térekedltiink.
Ezekben a fejezetekben a példak foleg illusziralo jelleguiek.

A rendszerezG Gsszefoglalasban is apro bett,
illetve a példa, feladat sorszama melletti
csillag jelzi, hogy a térzsanyagon

tulmend, kiegészitd anyagrol van szo.

Ezek az ismeretek a k6zepszintt matematika
grettségin nem szerepelnek,

cSak az emelt szintdn.




ALGEBRA ES SZAMELMELET

1. Szamok és miiveletek

1. példa

Az1;2;3; 4; 5 szamjegyek koze, ezek sorrendjének megtartasaval helyez- A természetes szamok

ziink el alapmiiveleti jeleket, esetleg zarojeleket gy, hogy eredményil o1 ga'g”aza)-
N=(0;1,23...

a)ao; b)az1 természetes szamot kapjuk.

Megoldas (a)
Néhany lehetséges megoldas:
(1+2)-3-4-5=0;
(1+2-3)-4-5=0;
(1+2-3)-(4+5)=0.

Megoldas (b)

Néhany lehetséges megoldas:
1-2+3+4-5=1,
1+2-3-4+5=1, 1. dbra
1-2-3)-4+5=1.

Keressiink tovabbi megoldédsokat!

N

2. példa
. " , , A pozitiv egész szamok
Adjunk meg olyan a, b pozitiv egész szamokat, amelyekre a+ b, a- b, P g halmaza:
%, valamint @ és b mértani kozepe is egész szam. N*=(1,2,3;4;..)
Megoldas

Mivel barmely két egész szdm Osszege és szorzata is egész szam,
ezért az els6 két feltétel minden a, b pozitiv egész szamra teljesiil.
a £ .. e C
n egész, ha a tobbszorose b-nek.Legyen a=k-b, ahol k szintén

pozitiv egész szam. A mértani kozepiik A mértani kozep:

[0 b = /k-bz Va-b; a,b=0
létezik, hiszen k pozitiv, a b
Vk-b2 =1bl-k =b-k, 8 2
mert b pozitiv. Ez utébbi kifejezés értéke akkor egész szam, ha k négy- 12 3
zetszam. 27 3
Tehat minden olyan a, b pozitiv egész szampar megoldds, amelyre 48 8

a és b héanyadosa négyzetszam. |



A két egész szam
hanyadosakeént felirhato
szamokat racionalis
szamoknak nevezziik:

Q={Z|p,qez; q;to}.

A racionalis szamok tizedes
tort alakja véges vagy
végtelen szakaszos.

Irracionalis szamoknak
nevezziik azokat a
szamokat, melyek tizedes
tort alakja végtelen nem
szakaszos.

A szamtani kozép:
a+b

2

A mértani kozép:

Ja-b; a,b>0

ALGEBRA ES SZAMELMELET - OSSZEFOGLALAS

3. példa

Milyen szamijegy all a 9 tizedestort alakjaban a tizedesvessz( utani
2004. helyen? /

Megoldas
Végezziik el a maradékos osztést:
3:7=0,4285714...

% =0, 4 2857 i, ami azt jelenti, hogy 6 szdmjegy ismétlédik a végtelen

szakaszos tizedes tortben.

Mivel a 6 osztdja 2004-nek, ezért a keresett szdmjegy az ismétl6dd
szakasz utolso jegye: 1.

4. példa

a) Lehet-e két racionalis szam szamtani kizepe irracionalis szam?
b) Lehet-e két irraciondlis szam szamtani kozepe racionalis szam?
c¢) Lehet-e két racionalis szam mértani kizepe irracionalis szam?
d) Lehet-e két irracionalis szam mértani kozepe racionalis szam?

Megoldas (a)

Minden raciondlis szdm felirhaté két egész szam hanyadosaként. Két
tort Osszege is tort, és 2-vel osztva Ujra tortet kapunk. Tehat két racio-
ndlis szdm hanyadosa nem lehet irraciondlis szam.

Megoldas (b)

Lehet: példaul a V2 ésaz 1-+2 irraciondlis szdmok, a szdmtani
N .1

kozepiik pedig 5

Megoldas (c)

Lehet: példdul az 1 és 2 mértani kozepe V2.

Megoldas (d)

Keressiink példdul olyan irraciondlis szdimokat, amelyek egymds recip-

rokai. Megfelel pl. a 2 - V3 és 2+43 , hiszen ezek szorzata:

(2-3)-(2443)=4-(3) =4-3=1.

Tehat két irraciondlis szdm mértani kozepe lehet raciondlis szdm.



5. példa

Egy vallalat két lizemet miikddtet. Az els6ben 2400, a masodikban pedig
1500 darab terméket allitanak el6 naponta. Hany szazalékkal n6 a vallalat
termelése, ha az els6 iizem 15%-kal, a masodik pedig 10%-kal néveli a napi
termelését?

Megoldas

Szamitsuk ki, hogy az egyes iizemek mennyivel novelik a napi ter-

melést. Az elsé lizem 2400-ﬁ=360 darabbal, a masodik ilizem
pedig 1500 - 100 =150 darabbal gyart tobbet naponta.

A villalat termelése naponta 360+ 150 =510 darab termékkel nvek-

szik. Ez az eredeti termelésnek 359% =0,1308-ed része. Tehat a val-

lalat termelése koriilbeliil 13%-kal ng.

10

Feladatok

1.

2.
3.

Milyen szamjegy 4ll a % tizedes tort alakjdban a tizedes vesszd utdni 1960. helyen?

Igaz-e, hogy a V2 ++3 irraciondlis szam? Indokoljuk a vélaszt.

Allitsunk el olyan irraciondlis szdmokat, amelyek csak a 2 és a 3 szdmjegyeket tartal-
mazzdk.

A turistatérképen a kovetkez6 olvashaté: 1 : 40 000. Mennyit kell még gyalogolnunk, ha
a térképen 5 cm tdvolsdgra vagyunk a céltol?

Egy kabat arat év elején 20%-kal felemelik, majd szezon végi kidrusitdskor 20%-kal
csokkentik. Az eredeti ar hany %-at kell ekkor fizetni a kabatért?

. Egy keresked§ 30%-o0s haszonra tesz szert, ha 10920 Ft-ért elad egy drut. Mivel az dru

nem fogyott, 10%-ot engedett az arbdl. Hany %-os haszonnal adta el ekkor az drut?

Egy élelmiszer csomagoldsan az aldbbi adatok olvashaték: brutté tomeg 4 850 g, nettd to-
meg 3750 g. Hany szdzaléka a brutté tomegnek a nett6? Hany szdzaléka a netté tomegnek
a csomagolds?

. Egy osztédlyban a tanév sordn harom kirandulast szerveztek. Az els6 kirdnduldson az osztaly

70%-a, a masodikon a 80%-a, a harmadikon a 90%-a vett részt. 12 tanulé mindharom
kirdnduldson ott volt, a tobbiek pedig kétszer kirdndultak. Hinyan jarnak az osztalyba?



a fliggvény

az értelmezési
tartomany,
az értékkészlet

FUGGVENYEK - OSSZEFOGLALAS

FUGGVENYEK

1. A fiiggvény fogalma, grafikonja,
egyszerii tulajdonsagai

A fiiggvény a matematika egyik kozponti, egységesit fogalma. A geo-
metriai transzformacioktol a hosszusag, teriilet, térfogat fogalmaig, a kom-
binatorikatdl a valészintiség-szamitasig taldlkozunk a fiiggvényekkel.

DeriNiciO: Ha A és B nem iires halmazok, és adott egy hozza-

rendelés, amely A minden eleméhez B valamelyik
elemét rendeli hozza, akkor fiiggvényrdl beszéliink.
Ezt a harom dolgot: A-t, B-t és a hozzarendelést
egyiitt fiiggvénynek nevezziik, és egy betiivel, pl. f-fel
jeloljiik.
Az A halmaz az f fiiggvény értelmezési tartomdnya,
a B az f fiiggvény képhalmaza. Az A halmaz ele-
meihez rendelt B halmazbeli elemek halmazat
gyakran roviden igy jeloljiikk: f(A), ez a halmaz
f értékkészlete.

Ha x € A, akkor az x-hez rendelt B-beli értéket igy jeloljik: f(x), és
az x-hez rendelt, vagy masképpen az x helyen felvett fliiggvényérték-
nek nevezziik. Szokdsos jelolések még: A =Dy, f(A)=Ry. Az f fiigg-
vényt roviden igy is jelolik: f: A — B.

Példak fiiggvényekre

1. Legyen az A halmaz a sik négyzeteinek halmaza, B a valds sza-
mok halmaza, és rendeljiik hozz4d minden négyzethez a teriiletét.
Ezzel egy fiiggvényt adtunk meg.

2. Legyen A isés B isasik pontjainak halmaza, v pedig egy adott
vektor a sikban. Rendeljiik hozzd minden P € A-hoz azta Q € B-t,

amely P-bdl a v-vel vald eltoldssal keletkezik.

3. Legyen A={1,2,...,n} =B,éslegyen iy, iy, ...,i, az1,2,...,n
szamok egy permutdcidja. Rendeljiik hozzd k-hoz i-t (k=1, 2,
..., n). Az adott permutici6 tehdt egy olyan fiiggvénnyel jelle-
mezhet§ (azonosithatd), amelynek értelmezési tartomdnya és
értékkészlete is A, €s a hozzdarendelés kolcsondsen egyértelmd.

Tudjuk mar el6z8 tanulméanyainkbdl, hogy az ilyen tulajdonsagi
fliggvények szdma n!.

4. Legyenaz A egy szabdlyos dobokocka dobasakor adodo lehetséges
eredmények halmaza, B pedig a [0; 1] zart intervallumbeli valds sz4-

mok halmaza. Az A minden elemének feleltessiik meg az é szamot

(az illetd esemény valdszintiségét). Az igy értelmezett fiiggvényt
a valdszinliség-szamitasban valésziniiségi valtozonak nevezik.



5. Legyen A és B is a valds szimok halmaza. Rendeljiik hozz4 minden
val6s szdmhoz az egészrészét. A kapott fliggvényt jeloljiik f-fel.

[TR-R, fx) = [x].
f értékkészlete az egész szamok Z halmaza.

6. Legyen A=[0,1],B=R, ésjelolje g akovetkezd fiiggvényt:
g A—> R, gx)=[x].
g értékkészlete a {0; 1} kételemd halmaz.

Az 5. és 6. példdban szerepl§ f és g fiiggvények kiilonbozsk, bar
szoros kapcsolat van kozottiik.

“DerNicio: Ha f: A; — B és g: A, — B két fiiggvény, tovabba A, C A;
és minden x € A,-re f(x;) = g(x,), akkor azt mondjuk,
hogy f kiterjesztése g-nek,illetve g lesziikitése f-nek.

o 00
Erdemes még megemliteni a fiiggvények kovetkez6 specidlis tipusait, amelyek
gyakran fontos szerepet jatszanak.

Haaz f: A — B fiiggvényre teljesiil, hogy minden b € B-hez van olyan a € A,
hogy f(a) = b, akkor f sziirjektiv.

Ha az f: A — B fiiggvényre teljesiil, hogy minden a; # a5, a;, a, € A esetén
fla)) #f(a,), akkor f injektiv.

Haegy f fliggvény injektiv is €s sziirjektiv is, akkor a fiiggvényt bijektivnek
nevezziik. Egy bijektiv fliggvény kolcsondsen egyértelmi hozzarendelést jelent
az A és B halmaz elemei kozott. Ha A = B, akkor egy bijektiv leképezést szo-
kds az A egy permuticiéjanak is nevezni.

Példaul az
1. f: R > R}, f(x)=x> fiiggvény sziirjektiv, (de nem injektiv);
2. g R§—> R, g(x)=x> fiiggvény injektiv (de nem sziirjektiv);
3. iR — R}, h(x)=x> fiiggvény bijektiv.
L R R 4
A kovetkezSkben — hacsak kivételesen mdst nem mondunk — olyan
fiiggvényekkel foglalkozunk, amelyek a valds szdmok egy rész-

halmazabdl képeznek a valds szamok egy részhalmazdba, azaz olyan
f: A — B fiiggvényekkel, amelyekre A, B C R.

DeriNiciO: Ha adott az f: A — B fiiggvény, akkor az

{(x; f(x)) [ x € A}

ponthalmazt a fiiggvény grafikonjdnak nevezziik.

Példaul az f: [-1; 1] - R, f(x) =x> fiiggvény grafikonjit az 1. dbrdn
rajzoltuk meg.
A g:[-2; 2] 5 R, g(x) = x — [x] fiiggvény grafikonjit a 2. dbran
rajzoltuk meg.

a fliggvény
kiterjesztése
és lesziikitése

1. dbra

a fliggvény grafikonja

2. abra
y
y=x-1[x]
/ 1 /
o It u‘ 1 2 X



Feladatok

1. Rajzoljuk meg a kovetkez§ fiiggvények grafikonjait:
a) f: [-2m; 2n] >R, f(x) =sinx;

b) g:[0.1;10] 5 R, g(x) =lgx;

¢) :R\]-1; 1] > R, h(x)= l;

X

LT LN o

d)j: [ i 4]—>1R,J<x) tgx;
e) k:[1;9] 5 R, k(x) = Vx;

1, ha x racionalis,
HEFL] SR, ()= o
,ha x irracionalis.

. Dontsiik el, hogy a kovetkezd fliggvények koziil melyek sziirjektivek, injektivek, illetve
bijektivek, és melyek nem tartoznak egyik tipusba sem!

a) f: [—g; g] — R, f(x)=sinx;

b) g [-3;3] - R, gx) = Ixl;

) ER—R, h(x)= —2*_.
1+x2

d) ) R-Z, j(x)=I[x];
e) k R—>R, k(x)=-=2x+1;
f) LINt >R, [(x)=x.





