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Tisztelt Olvaso!

Feladatgy(jtemény-sorozatunk egyediilallo a kozépiskolai matematika feladatgydjtemények kozott.
A konyvek felépitése pontosan koveti a Sokszind matematika tankonyvcsalad koteteinek szerkezetét,
igy akik ezekbdl a tankonyvekbdl tanulnak, kozvetlendl alkalmazhatjak az orai munka és az onallo
gyakorlas, s6t az érettségi felkésziilés soran is.

Ugyanakkor — mivel a feladatgytjtemények felépitése természetesen megfelel a tantargy belsé logika-
janak és az iskolakban altalanosan alkalmazott kerettanterveknek — minden nehézség nélkiil hasznal-
hatjak azok is, akik mas tankonyvekbdl tanuljak, illetve tanitjak a matematikat.

A feladatok nagy szama és valtozatossaga miatt a tanulok boségesen talalnak a maguk szamara kittiz6tt
szintnek megfeleld gyakorlasi lehetdséget. Igy a tankonyveket és a feladatgydjteményt egyiitt hasznalva
kellg jartassagot szerezhetnek a feladatmegoldasban.

Az egyes fejezetek végén talalhato Vegyes feladatok attekintést adnak az adott fejezet anyagabal, ezért
jol segithetik az atfogdbb szamonkérés eldtti felkésziilést.

A feladatok nehézségének jeldlése
Minden fejezetben harom kiilonb6z6 szintre bontva talaljuk a feladatokat:

Gyakorlo feladatok: olyan feladatok, amelyek — akar a tandrakon, akar hazi feladatként —
elésegitik a megtanult ismeretek elmélyitését. (narancssarga szinii feladatsorszam)

EZEN) Kozépszintii feladatok: az adott témakérben mas témakhoz is kapcsolédo problémak,
melyek megoldasa elésegiti a tantargy komplex ismeretanyaganak ismétlését, a matematikai
kompetenciak elsajatitasa mellett azok alkalmazasat. (kék szind feladatsorszam)

PYET)  Emelt szintii feladatok: az emelt szint(i érettségire valo felkésziilést segité problémak,
melyek nemcsak megoldasuk nehézsegében kiilonbdznek az el6zGektdl, hanem felvillantjak
a matematika szépsegét is. (bordo szinii feladatsorszam)

A feladatok sorszamozasa
A feladatgytjtemények feladatainak sorszamozasa a tankonyvcsalad egyes koteteire utal.

A 9. évfolyam feladatai az 1001-es, a 10. évfolyam feladatai a 2001-es, a 11. évfolyamé a 3001-es,
a 12. évfolyamé pedig a 4001-es sorszamtol kezdédnek. A 12.-es kotetben a négy év anyagat
attekintd rendszerez6 Gsszefoglalas feladatai az 5001-es sorszamtol indulnak, ezaltal segiti a feladatok
kOz6tti valogatast az érettségire torténd felkésziiléskor.

Megoldasok

A feladatgydijtemény minden feladat megoldasat tartalmazza. A gyakorlo feladatok esetén csak a vég-
eredmenyt kozoljiik, mas esetekben pedig annyira részletezziik a megoldasokat, amennyire azt peda-
gogiai szempontbal sziikségesnek tartottuk.

A kittizott feladatok megoldasahoz jo munkat és jo tanulast kivanunk!

A szerzék
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A feladatgyiijteményben hasznalt matematikai jel6lések

Jeldlés Magyarazat

N a természetes szdmok halmaza

Z az egész szamok halmaza

yANY// a pozitiv egész szdmok halmaza; a negativ egész szimok halmaza

Q; Q" a raciondlis szdmok halmaza; az irraciondlis szdimok halmaza

Q* Q- a pozitiv raciondlis szamok halmaza; a negativ raciondlis szdmok halmaza
R a valés szamok halmaza

R*; R™ a pozitiv valés szdmok halmaza; a negativ valés szdmok halmaza
acA;beA a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

AcCB A halmaz részhalmaza B halmaznak

CcD C halmaz val6di részhalmaza D halmaznak

EgF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak

AUB; CnD; E\F | Aés Bhalmaz unidja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége
g, {} iires halmaz

A az A halmaz komplementere

|A] az A halmaz elemszdma

A=>B, Cs D ha A, akkor B; C akkor és csak akkor, ha D

[a: b]

a, b zart intervallum

[a: B[

a, b balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum

la; ]

a, b balrdl nyitott, jobbrdl zart intervallum

Ja; b[

a, b nyitott intervallum

n! n faktoridlis: n! =n-(n—-1)-(n—-2)-...-2-1
fix— az f fliggvény hozzarendelési szabalya
f(xp) az f fiiggvény helyettesitési értéke az x; helyen
| x| az x szdm abszolut értéke

[x] az x szam egészrésze

{x} az x szam tortrésze

Jx az x szam négyzetgyoke

oy az x szam n-edik gyoke

alb az a szam osztdja a b szamnak

(a, b) az a €s b szam legnagyobb kozos osztdja

[a, b] az a €s b szam legkisebb kozos tobbszorose
AB az A pontbdl B pontba mutaté vektor

a, 0 a vektor, nullvektor

SzOg
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10. EVFOLYAM

10.2. A GYOKVONAS

Racionalis szamok, irracionalis szamok

FITA) Irjuk fel tizedes tort alakban a kovetkezs szdmokat:

21 37 29 7 5 10
— b) —; —; d) —; = —;
g T: 9% ' 12 AT 73
20 5
— h) —.
9 13 ' 17
FIIF) Irjuk fel két egész szam hanyadosaként a kovetkezG tizedes torteket:
a) 0,764, b) 2,1973; c) 2.5; d) 4,17, e) 0,764; f) 0,764;
g) 0,764; h) 3,1534; i) 5.9.
FIE} Bizonyitsuk be, hogy a kdvetkezd szamok irracionalisak:
a) J5; b) N3+2; ) 1+5; d) 3-3; e) V15.
FIIE) A szdmegyenesen szerkessziik meg a kovetkezd szamok helyét:
a) 3 b) /5, c) 15; d) 24; e) JI1-2;  f)3-+3%
8)2- ?; h) J60; i) \/2009.

P} Adjunk meg négy olyan irraciondlis szdmot, amelyek csak az 1,2 és 3 szdmjegyeket tartalmazzak
és értékiik:
a) 1 és 2 kozott van; b) 10 és 20 kozott van, ¢) nagyobb 30-nal.

Szdmoljuk ki, hogy milyen szdmjegy all a kovetkez6 tortek tizedes tort alakjdban a tizedes vesszd
utdn a 2009. helyen:

41 11 13 5 25 12
— b) —; —; d) —; —; —.
Y 16 )3 s )9 3 D

Aill) Adjunk meg harom raciondlis és két irraciondlis szaimot, amelyek 5,99 és 6 kozott vannak.

EIIL) Dontsiik el, hogy mely allitdsok igazak és melyek hamisak.
a) Két raciondlis szam 6sszege mindig racionalis.
b) Két irraciondlis szdm Osszege mindig irracionalis.
¢) Két raciondlis szdm szorzata mindig racionalis.
d) Két raciondlis szdm szorzata lehet egész szdm.
e) Két irraciondlis szdm szorzata mindig irracionélis.
f) Van két olyan irraciondlis szam, melyek szorzata egész szam.
g) Egy raciondlis és egy irraciondlis szdm Osszege mindig irraciondlis.
h) Van olyan raciondlis szdm, melynek reciproka irraciondlis.

i) Van olyan irraciondlis szam, amelynek tizedes tort alakjdban egy jegyt6l kezdve csak nulldk
allnak.



A négyzetgyiokvonas azonossagai, alkalmazasaik

F2I1) Adjuk meg a valés szamoknak azt a legbGvebb részhalmazét, melyen az aldbbi kifejezések értel-

mezhetdk:
a) 2x—1; b) \2x - 1; c) N-x; d) J6 - 4x;
. : Sx - VSx -1
e) \J6 —4x; f)2x=3+J1-x; g) 3 h) ek
i) NVx =2 -Jx+3; J) N&x=2)-(x+3); k) Nx2—1-x2+5.
FIIT) Végezziik el a kovetkezd miveleteket:
: V8. W V28,
a)\/ﬁ-ﬁ, b)ﬁ, c)\/j_m, d)ﬁ,
75 45
e) N ) 75 -3 g) N h) \J45 -5,
S ST
) —; ) 5 -5 k) \25 -23: ) —;
i) 75 J) 558 )25 7( ) 5
m) T AT W (I VIE o Eﬁ§3; p) 2 -(VB =2 );
3

g) V3 - (V2T +3).

FAI2 A miveletek elvégzésével dontsiik el, hogy melyik szam a nagyobb:
a) /510 vagy 15 -/3; b) 11-J7 vagy V6 -V13;
J30 N
V2 V10 vagy ~—; d vagy \/3-\T;
c) &5 ) vy
65 /180 V150
0 Y vagy V7 3, )
J5 J_ N
y I8ty YO0 f .
8 NG gy 5 —_—
) 2 6_3. B gy Y2 |15 .;._
Vi iz e Y 5 1as Ui J3F
PIIE) Végezziik el a kovetkezd miveleteket:

a) \J5-21 -5 +21;

) VT +24 -7 -

e) NVB1 =6 - 31 +/6;

¢) (VB=T5 +8+ 15 )

i) (VI5— 36 + /56 + 15 ) -
k) (VAT =5 — AT 45 ).

b) JN29 +2 29 - 2;

d) JVI9 =3 - V19 +3;
£) (V=B +24 b))

h) (JIT+ 21 —T1=v21 )%
j) (VB —8 — VB9 + 8 )’




10. EVFOLYAM

PAII) Végezziik el a kovetkez8 miveleteket:

a) (V6 +3)-(2+3-6); b) (242 -1)-(3+2);
c) (V10 +3)- (V10 -3); d) (Vi3-1)-(V13+1);
e) (V17-3)- (V17 +3); f)@-V2+2:47)-(4-V2-2-7);
g) (3-42-4) m (6+2-43)%
i) (5-2:5)% ) (T+2-43)
FIIE A kifejezések atalakitdsaval dontsiik el, hogy melyik szdm a nagyobb:
a) 5-/3 vagy 6-v2; b) 6-/3 vagy 7-/2;
c) 10-/5 vagy 9-6; d) 3-J11 vagy 2-/23;
e) 3-/8 vagy 6-+/2; f) 8-7 vagy 15-2;
g) Vn vagy m; h) V120 vagy oo,
6 10 4 5
) IO vagy 8, 302 gy 208
10 3 3 5
Pl Végezziik el a kovetkezd miveleteket:
a) 72 =32 - J8; b) A8 =27 +/75;
c) V125 — /45 - 20; d) V18 +~/50 — /98;
e) V12 +/108 — /147, ) (V27 +2 =12) - (8 +/3 - 18);

g) (V80— 3-/45) (V75 + 5 - V/48);

h) (V98 + V108 — /8 — 147 ) - (V32 = V48 + 75 +2);

i) (V180 + V112 — /45 — 28 ) - (V63 — /20 — V175 + /125 );
j) (4-Ja-6-Oa+7-a+54a), a>0;

) (5 12y =2 /300y +3- /75y =53y ), y = 0;

1) (2-+/50x +VI8x +3-+/2x —/8x ), x 2 0.

4170 Gyoktelenitsiik a kovetkezd tortek nevezdjét:

4 9 12 21
a) ﬁ? b) ﬁ; c) ﬁ; d) ﬁ;

3 6 14 13
6)2-\/6; f)ﬁ; 8) m; h) 3.\/m;
Ly . S5x a v
Y ey SN 'S

FAIT) Gyoktelenitsiik a kovetkezd tortek nevezdjét:
g8 e g5 PR
J5+2° NEE 2-7° Jo+1
g2 ;1 10 " 67
2-3-1 3IJ_ NI 5:-V7-6-43"
p2sesa . . y ey
2:45-3:2° JE+1’ Ja-1 Y N



A GYOKVONAS

FAIE) Végezziik el a kovetkezd miveleteket:

a)3-ﬁ—1_5+ﬁ, b)5+4-\/§_2_2-\/§,
V2 NOI V3 NI
¢ 4=2Y5 351 g YIH5 V145
J5 2.5 7 V53 5+43°
)\/—+\/—\/_\/_ f)3\/—+4 3-42-4
V5-V3 5+43° 3.42-4 3-2+4
4+J5  J5-4 2 1
g) + ; h) + ;
2:/5+3 2-J5-3 Ja-1 Ja+1
por_ 3 5 j)3-\/§—2_y+1_2~\/§—4'
x—1 Jx-1 Jx+1 b+l y-1 Jy-1
FIFI) A négyzetgyok ala vitellel frjuk egyszertibb alakba a kivetkezd kifejezéseket. (A véltozok
pozitivak.)
5 3 J7+1
a) 3-,|—; b)5-.]=; ¢) 0,1-/10; d) (V7-1)- ;
) \g ) \fs ) ) WT-1- 7
e) x-~/x; f) ¥y g) 2a*- \3ab; h)b-\/g;
b2 |a?
)_ «
b
FZFE) Melyik szdm a nagyobb?
1 7
a) ———— vagy 2-/6; b) 3-/3 vagy —.
)JE—JE gy ) AN NG
Végezziik el a kdvetkez6 miveleteket:
)(\/—+\/—) (0 - 2\/_), b) 6 + 10+7-5).
V71 -3 J5+2 J_O—
Szamitsuk ki a kovetkez§ kifejezések értékét, ha x = 1 :
! 5
\/—+2 \/_—2 b) 3-\/;+1+3-\/§—1
WY i s 2-Jx -5 5+2-x

Bizonyitsuk be a kivetkezd egyenlGséget:
125+51-/6 _( 1 T

5-v6  |5-2-J6)°
Mely val6s x értékek esetén igaz, hogy:
a) V4x2 —12x+9 =2x - 3; b) V4x?-12x+9=3-2x.

Egy derékszogi haromszog befogdinak hossza «2x + 1 és /2x - (2x + 1), ahol x € N*.
a) Mekkordk a haromszog oldalai, ha x =4?
b) Mekkora a haromszog atfogdja, ha x =77
c) Bizonyitsuk be, hogy a haromszog atfogdjanak hossza mindig pozitiv egész szam lesz.



10. EVFOLYAM

Kozelits értékek alkalmazasa nélkiil allapitsuk meg, hogy az A, illetve B szdm koziil melyik
a nagyobb, ha:

%és B=%; b) A=+/50 12 és B=%;
¢) A=2+J2-J3 és B=2+3.

Atalakitasokkal mutassuk meg, hogy:

V35+2-34 —\35-2-34 =2.

2119 Széml’tsuk ki a kifejezések helyettesitési értékét a valtozok adott értéke esetén:

a) A=

a) ! ha a= ésb—;'
a+l bil 2443 2-3"
l+a l-a V3
b + , ha a=—.
)1+\/1+a 1-Jl-a a 2

BEH) A viltozok mely értékei esetén értelmezettek a kovetkezd kifejezések? Hozzuk egyszertibb alakra
a kifejezéseket.

az.b.\/g_‘/az.bs' b) a—~Ja-2 ‘
a-(b-a?-bd a-5-Ja+6
a-Ja+b-Jb _Jab
o Ja +b N 2-Jb 4 Vr  [(x-Vx-a® Jx+Vx-a®
a-b Ja+b’ Jr—a? \x+Vx—-a2 Jx-Jx-a2]

Ara) Zsebszamoldgép haszndlata nélkiil végezziik el a kovetkezd gyokvondst:

\/1 + 2006-\/1 + 2007 -4/1 + 2008 - /1 + 2009 - 2011.
BB Fejezziik ki a-val és b-vel az:
4 2
a) f(x)=<x-3++x -7 kifejezést, ha x = M és 0<a<2;

4a?
2 2 2
b) g(x):é— -9 ifejezést, ha x= S0 & a>0, b>0;
x2 2b
221 1 1
c) h(x) = kifejezést, ha x= —-|Ja +—| és a>0.
x—+x%-1 2 Ja

EEE) Mely pozitiv egész n értékekre teljesiil:
1 1 1 1

TIPSV A N T SOV 7 o SOV

BEED Hény olyan x valds szdm van, amelyre a valds szdmok halmazén értelmezett aldbbi fiiggvény
értéke egész szam?

F)=+x2+ 100 —/x2 + 1.
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MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

10.2. A GYOKVONAS
Racionalis szamok, irracionalis szamok — megoldasok
a) 2,625; b) 2,3125; c) 4,83;
d) 0,583; e) 0,45; f) 1,428571;
g) 1,538461; h) 0,2941176470588235.
a) 1% b 207, c) §;
250° 10 000
413 764 172
)75_7 B 31531; ) 60
990 9999 1

Mindegyik bizonyitds indirekt dton torténhet.

a) A derékszogli hiromszog 4tfogdja 2, befogdi 1 és +/3.
b) A derékszogli haromszog befogéi 1 és 2, dtfogsja /5.
c) A derékszogi haromszog tfogéja 4, az egyik befogéja 1, a masik +/15.
d) A derékszogli haromszog 4tfogdja 5, az egyik befogéja 1, a masik +/24.
e) A derékszogi haromszog befogdi 3 és +/2, atfogdja /11, ebbdl 2-t elvesziink.
f) 3-bol elvessziik az a) részben szerkesztett J3-t.
g) A derékszogli haromszog befogéi 2 és /3, dtfogdja /7, ezt megfelezziik és elvessziik a 2-bl.
h) A derékszogtli haromszog dtfogéja 8, az egyik befogéja 2, a mésik +/60.
i) A derékszogii haromszog befogdi 44 és /73 (egy mésik derékszogli haromszogbdl szerkeszt-
hetd, melynek befogéi 8 és 3), az atfogd ~/2009.

a) Példaul: 1,23112311123111123...; 1,23223222322223...; 1,21213213321333...
b) Példaul: 11,123112311123...; 12,212112111211112...; 13,1331333133331...
c) Példaul: 31,21221222122221...; 32,213211321113...; 33,3133133313331...

PR a) % =2,5625; a2009-dik jegy O. b) 1?— 3, 6 a 2009-dik jegy 6.
13 . o 5 . o
c) g =2,16; a2009-dik jegy 6. d) 5 =0,5; a2009-dik jegy 5.

e) g =3,571428; 6 jegy ismétlédik, mivel 2009 = 334-6 + 5, a keresett jegy 2.

f) % =0,7058823529411764; 16 jegy ismétlédik, mivel 2009 = 125-16 + 9, a keresett jegy 2.

AL Raciondlis példaul: 5,991; 5,992; 5,993.
Irraciondlis példaul: 5,9912112111211112...; 5,99232232223...; 5,99565565556...



EID a) Igaz.

b) Hamis, példaul (1 ++2)+(3-+2)=4.

c) Igaz.
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d) Igaz, példaul —- —
) Igaz, p 5 3

¢) Hamis, példaul (\/E— 1) . (\/5 + 1) =1.

f) lIgaz, lasd az el6z6 példat.

g) lgaz.

h) Hamis, minden raciondlis szam reciproka raciondlis.

i) Hamis.

A négyzetgyokvonas azonossagai, alkalmazasaik — megoldasok

1
a) x=—;
) 2

d) xsg;

g) x<-3 vagy ng;

Jj) x <=3 vagy 2<x;

a) o6;

d) 2;

8) 3

J) 255

m) 2401;

p) 2

a) /50 > /45,
d) 20 <21,
g) 23 <24;
a) 2;

d) 4;

g) 30;

7) 2-/89 —18;
a) 24 +11-+/6;
d) 12;

g) 34-24-2;
j)19+4-421

b) x=0;
e) xeR;
1
h) x=>—;
) x 5
k) x<-1 vagy x=>1.
b) 3;
e)5;
h) 15;
k) 16;
n) 121;
q) 12.
b) J77 </78;
e) V13 </14;
h) 27 <~J30;
b) 5;
e) s,
h) 2;
k) 2-41-12.
b) 5-J2 +1;
e) 14,
h) 48 +24-3;

c) x<0;

VIRSE

i) x=2;

c) 14,
f)15;
i) 3;
1
) Pt
0)9;

¢) 20 =+/20;

f) N30 =/30;

) o1
10 5

c)5;

1) 6;

i) 56;

c) 1;
4
i) 45-20-/5;
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EIA a) V75 >72; b) V108 >+/98; ¢) /500 >+/486;
d) V99 >+/92; e) 72 =72; f) 448 < /450,
. . 01T |2,
e BB
VANZSNse
FEl a) 0; b) 6-/3; c) 0; d) 2 e) J3; f) 1
g 2 h) 47, i) 17, j) 3-a; k) 0; 1) 14-2x.
I; b)% ¢) 4-3;
d) 3-7; e) %; f) i;
g)M; h) 13~\/ﬁ; i)y‘\/—,x>0;
3 30 x
j)s'\/;,x>o; k)M,y>0; ) ﬂ,y>o.
2 3y 5
A a) 8-(V5-2); b) 6-(N3+1); ¢) =5-(2+7);
d) 2-(V6-1); e)2-2-B+1); £)11-(3-V2 +17);
g)2-(4-42-3-43); h) 5.7 +6-3; i) 19 + 6 -/10;
2
]) M,XZO; (\/_+1) a>0,a#1; l) M,x,y>0,x¢y.
x—1 -1 X—=y
. : 7-5 7-J5-5.
D) a) 2-3-V2; b) 6++/3; ¢) 510
d) 1, e) 5+2L f) 34;
g -2 y3Natl S ant, ) 2NE =6 0 el
11 a—-1 x—1
j)5_3.\/§,y20,y¢1.
y—1
EE a) V5 b) V15, c) \/%; d) 6, e) Nx3; £)

g) V12a%b;  h) Jab; i) Nb3.

FZFE) A nevezdt gyoktelenitve:

1 .
a)m=x/6+\/§,ezert\/_ \/_<2 \/

7 , 7
b)m:2-\/§+\/§,ezeﬂ3-\/§<\/ﬁ_\/§.



7)) a) Gyoktelenités utdn:

(V7 ++3)-(20-2-B) _(10+2-V21)-2- (10— V&%) _
4 4

_(10+\/@)-(10—\/@)_100—84_§_8
2 2 2

b) A nevez{ atalakitasaval:

(6 + 2 ]-(10+7-J§)=(7-J§—10)-(7-J§+10)=49-5—100=145.

J5+2 2-(5-2)
A behelyettesités elStt végezziink atalakitdsokat:

g 2 x-2 _(Wx+2) (x-3)+(Wx-2)-(Vx+3) _20-12_29

3+dx Jx-3 x-9 x-9 2
)3J—+1 3-0x-1_(B-Jx+1)-2-Vx+5)+B-Jx-1)-2-Vx-5)
2.Jx =5 5+2-Jx 4x - 25 B
_12x410_ 62
T 4x-25 121

A bal oldali tort nevezgjét gyoktelenitsiik:

125+51-/6 _ (125+51-6)-(5+/6)
5-J6 25-6

A jobb oldalon lev§ nevezdt gyoktelenités utan emeljiik négyzetre:

2
(ﬁ):(sm-\/@)i@wo-\/&

Mivel v4x2 —12x +9 =/(2x — 3)2 = |2x - 3|, ezért:

=49 +20 - /6.

a)|2x-3|=2x-3, haxZ%;
3
b)|2x-3l=3-2x haxSE.

a) A hdromszog oldalai: a=3; b=72=6-2; ¢=9 egység.
b) Akétbefogd 15 és 210 egység, az atfogd 15 egység.
c¢) A Pitagorasz-tétel alapjan:

(V1) +(Vx-(x+ D).
ahonnan:
c2=4x>+4x +1,
c2=2x+1)%
c=2x+1.

Mivel x € N*, az atfogd hossza pozitiv egész szam.
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rAll) a) Gyoktelenitsiik a tortek nevezdit:

A=Y3+2_(5+2)-(34V2) _ s 54 o2

32 3-2
g0 -8 _(20-\B)-(B-2) _, = 5 5 o feia
B+2 3-2

Nézziik a két kifejezés kiilonbségét:
A-B=-15+3-410+3-/6 -2=(3-4/10 - V15) +(3- /6 - 2) > 0.

Mert mindkét zérdjelben pozitiv szam 4ll.

Tehat A > B.
b) Egyszer(Gsitsiink:
A=5.V2-2-3
po20-46_10-2-Y6 _(10-2-v6)\2_¢ 5 , &
22 V2 2
Tehat A = B.

¢) Hozzunk Iétre a gyokok alatt teljes négyzeteket:

M N 2 V3-1_3+1
A=\/§+ 5(4—2\/5):\/54' 5(\/5—1) =\/§+ \/5 = \/5 5

1 1 2 J3+1
B= [ (ar2.3)= (L (e =52

Tehat A = B.
Vegyiik észre a gyokok alatt a teljes négyzeteket:

V3512338 35238 =(V3E+ 1) —(3E 1) =
=34 + 1|-\34 —1]=2.

Aik) a) Gyoktelenitsiik a nevezdket:

a= L :z‘ﬁzz—ﬁ, és b=2++/3.
2+4/3 4-3
Behelyettesités:
Y 1 1 I _3+V3 3-V3_,

+ = + =
a+1l b+1 3-J3 3+43 9-3 9-3
b) Elgbb a nevezdk gyoktelenitésével hozzuk egyszer(ibb alakra az eredeti kifejezést:

(1+a)-(1—\/1+a)+(1—a)-(1+\/1—a)
1-(1+a) 1-(1-a)

_1+a—\/1+a—a~\/l+a—1+a— l-a+a-Jl1-a _

—a

:—2a+a-(J1+a—\/1—a)+\/l—a+\/1+a )

a




Miel6tt helyettesitenénk, szamitsuk ki a két kritikus kifejezést:

1a_J1_f\/ -3 J4 245 _ (\/gz—lfzx/gz—l;

Tva=. _\/_2+1

Ezeket az eredményeket irjuk be (1)-be:

LB, I(\E+1_\/§—1)+\5—1+\/§+1 L3 B 5
2 2| 2 2 2 2 _ T2 .
3 3 '
2 2

a) A tortek és gyokok miatt a #0, a # b, b > 0.

a?-b-Jb—-~a?-b> =a2-b-\/Z—|a|-b2-\/Z=
a-(b-a)-b3 a-b-—a?-b-b

a-(a—b): ! , ha a>0,
_a 2 Jal-b _ a-(b-a?* a-b
2" .
“a- (b-a) a-(a+b)  a+b ha a<O.

a-b-a? (b-a)?

b) A gyok miatt a >0, a tort miatt a —5-+/a + 6 # 0. Helyettesitsiink: x = +/a.
x2-5x+6=x>-2x-3x+6=
=x-(x=-2)-3-x-2)=x-2)-(x-3),
tehat a#4, a#9.
A szdmlalot is alakitsuk szorzatta:
X2—x-2=x>+x-2x+2=
=x-(x+D-2-x+)=@x+1)-(x-2).
Visszahelyettesitve az eredeti tort:
Va+1)-Na-2) Ja+l
(Va-2)-(Na-3) Ja-3

2

c) A gyokok és a tortek is értelmezhetdk, ha x> a
nevezdre:

és a # 0. A zardjelen beliil hozzunk k6zos

Jx _(x/—— x—az)z_(x/;ﬂ/x—az)2 B

Jx—a? x—(x—a? x—(x—a?
_ Nx x+x-a?-2-JxVx-d?—x-x+d®-2-Jx -NVx-d® _
Jx - a? a?
Jx o —4-xNx-d® o 4x
Jx—a? a’ a’’



MEGOLDASOK - 10. EVFOLYAM

d) A gyokok és a tortek értelmezéséhez az kell, hogy a =0, b =0 és a # b teljesiiljon.
El6bb a szamldloban hozzunk k6zos nevezdre, majd probaljunk egyszertsiteni.

aNa+bNb _
Ja+b L 2Nb _aNa+b-Vb-a\Nb-b-Na 2:Jb _
a—b Ja +b (a-b)-(Va +b) Ja +b
_Naa-b-b-a=b)  2:Nb _(a-b)-(Na-Vb) 2:b _
@—b)-(Ja+b)  Ja+vb (a-b)-(a+vb) Ja+b

_Na-b  2b _Ja+b _
“Va+b Na+\b Na+b

Az utols6 szorzatot irjuk it az (a + b) - (a — b) = a® — b* azonossig alapjan:
2009-2011 =2010% 1.

Ezzel a kifejezés:

J1 42006 - /1 +2007 - VT + 2008 - 2010.

Alkalmazzuk djra az el6z6 mddszert:

J1 42006 /1 +2007 - T +2008 2010 =+/1 + 2006 - VI + 2007 - 2009 =
=1 + 2006 - 2008 = 2007.

BED o) El6bb a gyokok alatti kifejezéseket hozzuk egyszeribb alakra:

a*+20a2+16 a*+8a2+16 (a%+4)?
x—3=——3= = )
442 442 442
a*+20a% +16 a*—8a2+16 (a*-4)?
xX—-7T=——"——_17= = .
442 442 442

Ezek utan helyettesitsiink:

_ @? +4)2 \/(a —42 a’+4 |a?-4
flay= 22 2dd T o

A feltételek miatt |al=a és |a>—4|=4—-a?

a+4 4-qg> 8 4
flay= 2a 2a _2a_a'

b) Kovessiik az el6bbi moédszert:

2
| a? | a® | 4a%-b2  a*+2a%-b2+b*—4a’ b2 (a2-b?)
x? (a2 +b?) (a2 +b?) (a2 +b?) (a2 +1?)
4p?
ezt behelyettesitve:

2
202 (a2-b?) 202 |a? - b2

2452 (a2+b2)2=“2+b2_ a?+b>’

gx)=
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2h2 a? - b? _ 3b?% — g2

- = , ha a=>b,
a’+b% a?+b®> A’ +b?
)= 2 2,2 2.2
2b bc—a~ a+b
— = =1, ha b>a.
al+b% a?+b% A’ +b?
c) Elébb csak az (x% — 1)-et frjuk fel a-val:
‘= a+1
2-Ja’
2 1_(a+1)2 1_az+2a+1—4a_(a—1)2
T 4a B 4a T d4a

Gyoktelenitsiik i(x) nevezgjét:

o= 2L 2T V1) o (4 o),

_x—\/xz—l_ x2-@x2-1)

ebbe az alakba helyettesitsiink be:

. (a—1)2‘ a+1 (a-1)? _ ‘|a—1|_ a+l la-1|
=24, [2-JZ+\/ 4a J_z 2 Ja (2-\/E+2-\/Z'

Ebbdl:
a-1 [ a+1 a-1 a-1 2a
. + = . =a-1, ha a>1,
Ja (2-@ 2-\/EJ Ja 2-va
h(x)=
l—a_ a+1+1—a _l—a' 2 1-a ha O<a<l
Va \2-da 2-Va) Na 2-Na  oa '

Vizsgaljuk meg a k-adik tagot:
1 =\/k+1—\/E= FrT- vk
Ve+Vk+1  (k+1)—k

Az Osszeg tagjait atirva:
(V2-10)+({3-v2)+ (V4 -3)+...+(Vn - Jn=1)=9,
ugyanazok a tagok pozitiv €s negativ elgjellel is megjelennek,
Jn-1=9,
n=100.

Alakitsuk 4t f(x)-et a szdmldl6 gyoktelenitésével:
(2 +100) - (x2+ 1) 99
V24100 +Vx2+ 1 a2+ 100 +/x2+ 1

) =x2+ 100 = /x2 + 1

Az f(x) fiiggvény péros, mert f(x) = f(—x).

Ha x 20 a fliggvény szigordan monoton csokken, maximuma van, ha x =0, ekkor f(0) =9.
Mivel f(x) > 0, alehetséges egész értékek: 1,2, 3,4, 5, 6,7, 8 (ezeket két helyen veszi fel) ésa 9.
Tehat 0sszesen 8-2 + 1 = 17 helyen vesz fel egész értéket.
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