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Tisztelt Olvasa!

Ez a kotet a Sokszini matematika 11—12. feladatgydjteménynek a 2024-es érettségi tapasztalatai alapjan
atdolgozott valtozata.

A feladatgyjtemény 2010-es, elsé valtozata a szabad tankonyvvalasztas idején legszinvonalasabbnak
tartott és legnépszeriibb Sokszinii matematika tankdnyvcsaladhoz késziilt, annak szemléletét és érték-
rendjét kovette. Mivel igyekeztiink ennek értékeit megdrizni, a jol felépitett feladatsorokon csak akkor
madositottunk, ha azt az érettségi kovetelményrendszer megvaltozasa indokolta.

A feladatok nagy szama és valtozatossaga miatt a kotetben mindenki bosegesen talalhat a maga
szamara kit(izott szintnek megfeleld gyakorlasi lehetdséget. Igy akar a Mozaik Kiado 11.-es vagy 12.-es
Sokszind matematika tankdnyveit, akar az allami tankonyveket hasznaljak az iskolaban, a feladat-
gyujtemény feladatainak megoldasa 6nmagaban is kell§ segitséget nyujthat ahhoz, hogy az érettségi
felkészilléshez szilkséges feladatmegoldasi jartassagra szert tegyenek.

A feladatok nehézségének jeldlése
Segiti az eligazodast, hogy a feladatok sorszamanak szinezése utal azok nehézségi szintjére:
Gyakorlofeladatok: olyan feladatok, amelyek — akar a tandrakon, akar hazi feladatként —

eléseqitik a megtanult ismeretek elmélyitését. A kdzépszintii érettségi I. részében talalhato
,villamkérdésekhez” hasonloan kdnnyen megoldhatok. (narancssarga szini feladatsorszam)

EIT7)  Kozépszintii feladatok: az adott témakdrben mas témakhoz is kapcsolodo problémak,
melyek megoldasa elésegiti a tantargy komplex ismeretanyaganak ismétlését, a matematikai
kompetenciak elsajatitasa mellett azok alkalmazasat. (kék szind feladatsorszam)

EEED) Emelt szintii feladatok: az emelt szintli érettségire valo felkésziilést segité problémak,
melyek nemcsak megoldasuk nehézségében kiilonboznek az el6zéektdl, hanem felvillantjak
a matematika szépséqeét is. (bordo szinii feladatsorszam)

EIF Kiegészitd feladatok: az j alaptantervben mar nem targyalt, de matematika irany( tovabb-
tanulas esetén hasznos ismereteket tartalmazo feladatok. (lila szini feladatsorszam)

A feladatok sorszamozasa

A Sokszindi matematika feladatgyijtemény koteteiben a 9. évfolyam feladatai az 1001., a 10. évfolyam
feladatai a 2001., a 11. évfolyamé a 3001., a 12. évfolyamé pedig a 4001. sorszammal kezdédnek.

A 12.-es kotet masodik részeben talalhatd RendszerezG 6sszefoglalas mar célzottan az érettségi fel-
késziilés szempontjai szerint tekinti at a négy év tananyagat. Ennek feladatai az 5001. sorszammal
indulnak.

Megoldasok

A feladatok megoldasai letolthet6k a www.mozaik.info.hu/matematika oldalrol. (Részletes informacio
a kényv 294. oldalan olvashato.)

A gyakorlofeladatok esetén csak a végeredmeényt kozoljiik, mas esetekben pedig annyira részletezziik
a megoldasokat, amennyire azt pedagogiai szempontbol sziikségesnek tartottuk.

A kit(izott feladatok megoldasahoz jo munkat és jo tanulast kivanunk!
A szerzok
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A feladatgyiijteményben hasznalt matematikai jeldlések

Jeldlés Magyarazat

N a természetes szamok halmaza

Z az egész szamok halmaza

7% 7" a pozitiv egész szamok halmaza; a negativ egész szamok halmaza

Q; Q° a racionalis szamok halmaza; az irracionalis szamok halmaza

QY Q- a pozitiv raciondlis szamok halmaza; a negativ racionalis szamok halmaza
R a val6s szamok halmaza

R*; R™ a pozitiv valés szdmok halmaza; a negativ valés szdmok halmaza
acA;beg A a eleme az A halmaznak; b nem eleme az A halmaznak

AcCB A halmaz részhalmaza B halmaznak

CcD C halmaz valddi részhalmaza D halmaznak

EacF E halmaz nem részhalmaza F halmaznak

AUB; CNnD; E\F A és B halmaz unidja; C és D halmaz metszete; E és F halmaz kiilonbsége
a, {} iires halmaz

A az A halmaz komplementere

[A] az A halmaz elemszdma

A=B, CsD ha A, akkor B; C akkor és csak akkor, ha D

[a: 0]

a, b zart intervallum

[a: 0]

a, b balrdl zart, jobbrdl nyitott intervallum

la; b]

a, b balrdl nyitott, jobbrdl zart intervallum

la; b[

a, b nyitott intervallum

n! n faktoridlis: n!=n-(n—-1)-(n—2)-...-2-1
fix—> az f fiiggvény hozzarendelési szabalya
f(xp) az f fiiggvény helyettesitési értéke az x, helyen
| x| az x szdm abszolut értéke

[x] az x szam egészrésze

{x} az x szam tortrésze

Jx az x szdm négyzetgyoke

2fx az x szam n-edik gyoke

alb az a szam osztdja a b szamnak

(a, b) az a és b szdm legnagyobb kozos osztéja

[a, b] az a és b szam legkisebb kozos tobbszorose
AB az A pontbdl B pontba mutaté vektor

a0 a vektor, nullvektor

SzOg




Kombinatorika,
grafok

Hatvany, qyok
logaritmus =

A trigonometria
alkalmazasai

Fiiggvenyek
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geomelria



A, B, C, D pontok a sikon. Hany kiilonb6z6 egyszerd grafot készithetiink a négy pontbdl, ha
a) sem a pontokat, sem az éleket nem kiilonboztetjiikk meg?
b) két élt kiilonbozdnek tekintiink, ha legaldbb egyik végpontjuk mds (pl. AC és AD)?

Tekintsiink n megkiilonboztetett pontot. Hany kiilonb6zs egyszeri grafot készithetiink a pon-
tokbo1? (Két élt kiilonbozének tekintiink, ha legalabb egyik végpontjuk mas, n € Z.)

B Lehetséges-e, hogy egy n ponti egyszeri grafban a pontok fokszdmai kiilonb6zd, de egymas utén
kovetkez6 egész szamok? (n e Z%)

a) Egy kalandjatékban bejartunk minden K&-
varbdl induld utat, am Paldnkvarbol, Sar-
varbdl, Févarbol és Vizivarbol csak 2-2 utat.
Hény €1d a bejart utak komplementer grafja?
Adjunk rd példat!

b) Van-e olyan egyszeri graf, amely izomorf
a komplementerével? Mi ennek a sziikséges
feltétele?

a) Harom élbdl szeretnénk egyszer( grafot késziteni. Legaldbb hany pontud legyen a graf, ha ebben

a grafban a lehetd legtobb kiilonbozs harom €l egyszerd grafot akarjuk eldallitani? (A csud-
csokat €s az éleket nem kiilonboztetjiik meg.)

7z

b) Altaldnositsuk az el6z6 kérdést n élre. Ekkor mit mondhatunk?

gill7) Lehetséges-e, hogy egy n ponti grafban a pontok fokszdmai kiilonb6zd, de egymds utdn kovetkez6
pozitiv egész szamok? (n € Z)

Egy faluban van hdrom héz (A, B és C), veliik szemben hdrom 4 5 o
kozmiicsatlakozds (viz, gaz és dramszolgaltatds). Minden koz-

mivet minden hdzhoz be akarunk vezetni. Megtehetjiik-e ezt
ugy, hogy egyik kozmcsatlakozds sem halad 4t egy masik alatt
vagy felett? viz

=

gaz D aram

GRAFOK - qt, vonal, séta, kor, Euler-vonal

Adjunk meg két sétét az alabbi grafban, melyen dt A-bdl E-be
juthatunk.

O¢--—-—->O—ouon



IlE) Adjunk meg Ot olyan utat az alabbi grafban, amelyek az A pontbdl y
indulnak, minden pontot érintenek és kiilonbdzd a végpontjuk.

B Irjuk fel az aldbbi grafban az dsszes olyan vonalat, amely a graf

A D
minden élét tartalmazza. i f
B ©

Adjunk meg az aldbbi grafban olyan bejardst, ami az A pontbol

F-be visz és

a) séta, de nem vonal és nem Tt;

b) vonal, de nem tt; F c
c) ut.

E D
i) Tartalmaz-e kort az dbran lathat6 ,,cip6fizé™ graf? (=) A B
i) Van-e olyan graf, amelyben van zart és nyitott Euler-vonal is? D c
¢1ill) Van-e olyan séta, amely 1t, de nem vonal? E F
G H
Shll Az aldbbi grifok koziil melyikben van zart | ) b) ¢)
és melyikben van nyitott Euler-vonal? A B A B A B
c D c D 4 D
flhr) Melyik hazikét tudjuk lerajzolni a ceruza fel- = ) b) ¢) d)

emelése nélkiil dgy, hogy egyik vonalat sem
rajzoljuk at tobbszor?

k) Rajzoljuk le azokat az egyszerd, nem Osszefiiggs grafokat, melyekben a pontok fokszamai:
a) 1, 1,1, 1, 2; b)2,2,2,2, 2,2
c)2,2,2,3,3, 3,3

a) l}br/azolj.u}( a Fovetk?zo plxel/ek/b(),l felépitett ) Bl b) Bl oM H W
abrédkat irdnyitott grafok segitségével.
b) Hagyijuk el a kapott grafokbdl az irdnyitast. | .= H BN
Mi a koz0s a harom grafban?
¢ EEN



EED Az aldbbi feladatokban hatdrozzuk meg a p paraméter értékét tigy, hogy az iranyvektorukkal adott
e és f egyenes merdleges legyen egymadsra:

a) v(2;1) és Vi (5; p); b) V(p;=2) ¢és Vr(3;p);
c) V,(p;1) és Vi (p;-8).

k7 Mekkora szoget zar be egymassal az a két egyenes, amelyek meredeksége 2, illetve —3?

EED Az ABC haromszog cstcspontjainak koordinatdi: A(-3;2), B(5; 3) és C(3; —4).
a) frjuk fel mindhdrom oldalegyenes egy-egy irdnyvektordnak koordinatait.
b) Szamitsuk ki az A cstcsndl 1év§ szogfelezd egy irdnyvektordanak koordinatait.
c) Mekkora az A csticsndl 1év6 szogfelezd iranyszoge?

EEER) Bizonyitsuk be, hogy ha két egyenes mindegyike rendelkezik irdnytangenssel, és azok értéke m;,
illetve m,, tovabbd a két egyenes nem merdleges egymadsra, akkor a két egyenes ¢ hajldsszogére:

nmy—m
tgp=|——=

1+m1‘m2

Az egyenes egyenletei

Az egyenes iranytényezos egyenlete (y = mx + b)

frjuk fel a P pontra illeszkedd, m iranytangenst egyenes egyenletét, ha

a) P(0;0) és m=0; b) P(0;0) és m=2;
c) P(2;-3) és m=—§; d) P(=5;1) és m=4,
e) P(=2;-1) és m=-2; f) P(1;-4) és mz—%.

Abrézoljuk az adott egyeneseket.

Irjuk fel az AB egyenes egyenletét, ha

a) A(0;0) és B(2010; 0); b) A(-2;-2) és B(-2;5),
c) A(1;3) és B(-1;-3); d) A(2;-3) és B(-1;7);
e) A(—%;a és B@;—%} f) A(\/ﬁ,x/g) és B(\/ﬁ;—\/g).

Egy egyenesre illeszkednek-e a megadott pontok? Ha igen, akkor irjuk fel az egyenes egyenletét.
a) A(=2;5), B(0;1) és C4;-7);

b) A(2005; 2005), B(2007;2008) és C(2013;2017);

c) A(3;-3), B(11;9) és C(-21;-39);

d) A(5; 1), B(-10;7), C(100;-38).

Irjuk fel az A ponton dtmend, a PQ egyenessel parhuzamos, illetve arra meréleges egyenesek
egyenletét, ha

a) A(0; 0), P(1;-3) é Q(2;1); b) A(=2;4), P(T;1) ¢és Q(-1;7);

c) A(=3;-2), P(0;0) é Q(1;4); d) A(1;-5), P(=5;2) és Q(2;8).

........................ . 90



3647

3648

[rjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dthalad az A ponton, tovabba parhuzamos
az egyenletével adott e egyenessel.
a) A(1;1) és e: y:—%x+§; b) A(=3;2) és e: y=2x-4;

c) A(0;0) és e y=x+5; d) A(-2;-5) és e: y:—§x+2.

Irjuk fel annak az egyenesnek az egyenletét, amely dthalad az A ponton, tovdbba merdleges
az egyenletével adott e egyenesre.

a) A(0;0) és e: y=ux; b) A(=2;2) és e: y=2x+ 15;
c) A(7;1) és e y=3x+1; d) A(-3;-2) és e: y=—x-1.
Abrézoljuk a koordinata-rendszerben az egyenletiikkel megadott egyeneseket. Ahol sziikséges, ott

irjuk 4t az egyenes egyenletét y = mx + b alakba, majd adjuk meg az egyenesek meredekségét
(ha Iétezik).

a) x=2; b) y=5; c) y=-2x+4, d) x+2y=6;
e) 2x + 3y =6; f) 3x-y=1.

Az ABC héaromszog csicsainak koordinatdi: A(-2; 3), B(2; -2) és C(6; 2).

a) Irjuk fel a haromszog oldalegyeneseinek egyenletét y = mx + b alakban.

b) Dontsiik el az aldbbi egyenletiikkel megadott egyenesekrdl, hogy van-e koztiik olyan, amelyik
a haromszog valamelyik oldalegyenesével parhuzamos.
(Dx—y=7, (Q4x=3y+11; ()x+8y=22; (4) 5x+4y=6; (5)%—%:1.

c) Van-e a fenti egyenesek kozt olyan, amelyik megegyezik a haromszog valamelyik oldalegye-
nesével?

[rjuk fel az 4brakon lithat6 egyenesek egyenletét. Minden esetben adjuk meg az egyenes meredek-
ségét (ha 1étezik).

a) c) y d

Irjuk fel az AB szakasz felezGmerdlegesének egyenletét, ha

a) A(0; 0) és B(2010; 0); b) A(-2;-2) és B(-2;5);

c) A(1;3) és B(-1;-3); d) A(-1;2) és B(l;4).

Abrézoljuk a y=-2x+5 egyenletd egyenest a koordinita-rendszerben. frjuk fel az egyenes P
pontra vonatkozd tiikorképének egyenletét, ha

a) P(2;1); b) P(-1; 3); c) P(0;0).

Az ABC hdromszog csicsainak koordinatdi: A(-2; 2), B(3;-3) és C(5; 3).

a) Irjuk fel a haromszog oldalegyeneseinek egyenletét.

b) Trjuk fel a haromszog magassagvonalainak egyenletét.

¢) Szamitdsokkal igazoljuk, hogy az M(2,5; 0,5) koordinataju pont illeszkedik a hdromszog minden
magassdgvonaldra.
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11.6. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Klasszikus valosziniiségi modell

A hagyomdnyos dobdkockéval egyet dobunk, és a 32 lapos magyarkartya-csomagbdl keverés utdn
egyetlen lapot huzunk. Komplementer események-e az aldbbiak? Amennyiben nem, adjuk meg
0sszegiik komplementerének valdszintiségét.

a) A = {parosat dobunk} és B = {pdratlant dobunk}.
b) A = {prim dobds} és B = {0sszetett szdm dobds}.
c) A = {pirosat hizunk} és B = {hetest hizunk}.

Mennyi a valdszintisége, hogy az alaposan megkevert 32 lapos magyar kartyabol négy lapot kihtzva,
a kihuzott lapok kozott lesz piros? Az eredményt adjuk meg egy tizedesjegy pontossiggal.

Egy dobozban 20 natur tirdszelet van. Legaldbb mennyi toltott tirdszeletet kell a dobozba tenni,
hogy egy natir tirdszelet kivdlasztdsdnak valdszintisége 0,2 ald csokkenjen?

Egy tarsashaz lakodinak kor szerinti megoszlasat kordiagramon dbrazoltak. A 40 éves, vagy anndl
idGsebb lakokat 60°-0s kozépponti szogll korcikk jeloli. Egy lakét véletlenszerden kivdlasztva
ebbdl a tarsashdzbol, mekkora valdszintséggel lesz az illet§ 40 évesnél fiatalabb?

Weores Sandor: Csiribiri cim( versében 0sszeirtuk a magdnhangzok el6forduldsi gyakorisagait.
Mennyi a valészintsége, hogy a vers 108 magdnhangz4jabdl egy taldlomra kivalasztott magan-
hangz6 az ,,u” el6tt van az dbécében?

Betii a a e é i i 0 0 0 [ u a il 1]
Darab 25 12 4 3 50 1 8 1 1 1 0 0 2 0

Tegyiik a telitaldlat elérésének valdszintisége szerint nbvekvd sorrendbe az alabbi jatékokat: A: 6tos
lottd, B: hatos lottd, C: totd. (Az 6tds lottén 90 szambdl 6t6t, a hatos lottén 45 szambol hatot hiiznak,
atoton 13 + 1 mérkGzésre tippelhetiink hazai gy6zelmet, vendég gySdzelmet, illetve dontetlent.)

Mekkora valdészintiséggel ériink el egy szelvénnyel az 6t6s lottén nyereményt? (Az 6tos lottén
legaldbb 2 taldlatot kell elérni, hogy kifizetés torténjen.)

sg6l) Mennyi a valészintsége, hogy a hatos lottén nyereményt fizetnek ki nekiink, ha egy szelvénnyel

jatszunk? (A hatos lottén legaldbb 3 taldlatot kell elérni, hogy kifizetés torténjen.)

Mennyi a valészintisége, hogy a totdn nyereményt fizetnek ki nekiink, ha egy tipposzlopot toltiink ki?

(A totén legaldbb 10 taldlatot kell elérni, hogy kifizetés torténjen. A 14. sort csak az els§ 13 sor
helyes kitoltése esetén veszik figyelembe.)

Magdi tolltart6jaban haromféle toll taldlhat6. Egy résziiknek fekete az alja, egy résziiknek fémszint
a teteje, egy résziik pedig mindkét tulajdonsdggal rendelkezik. A tolltartébdl taldlomra kivesziink

egy tollat. Ennek 2 valdszindséggel lesz fekete az alja; de 0,23 val6szintséggel lesz fekete az alja
és fémszind a teteje. Mekkora valoszintiséggel lesz a véletlenszertien kivalasztott toll teteje fémszindi?

Egy dobozban 100 szines labda van: piros, fehér és piros-fehér. Annak a valészintisége, hogy egy
labdat kihdzva, azon lesz piros szin, 0,6. Annak a valészintisége 0,75, hogy egy labdat kihdzva,
lesz rajta fehér szin. Mennyi piros-fehér labda van a dobozban?

106
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12.1. LOGIKA, BIZONYITASI MODSZEREK

Logikai feladatok, kijelentések

Logikai kijelentésnek tekinthetjiik-e az aldbbi éllitdsokat?

a) Jémagam matematikabdl okos vagyok.

b) Jébmagam matematikabdl 6t6s voltam tavaly év végén.

c) Te vagy a legszebb lany a vildgon!

d) Repiil a balna.

e) Sépadt a Hold.

f) A Hold fényrendje ebben a pillanatban 5 vizudlis magnitddo.

Logikai kijelentések-e az alabbi mondatok? Ha igen, akkor mi a logikai értékiik?
a) A 100 nagy szam.

b) A 100 a 10-nek négyzete.

c) A 100 csak a 10-nek négyzete.

d) Lattdl-e mér kar6n varjut?

e) Esik az esé.

f) Jozsi alacsonyabb, mint Géza; Géza alacsonyabb, mint Feri, és J6zsi magasabb, mint Feri.

Adjuk meg a kovetkezd kijelentések logikai értékeit.
a) A 12 osztoja a 156-nak.

b) Minden téglalap négyzet.

¢) A rombusz 4tl6i egymads felezGmerdGlegesei.

d) A szinuszhulldm transzformdlhat6 dgy, hogy

7 2

minden egész helyen szElsGértéke legyen.

y
1
e) Az f(x) = {sgn([x? — 4])} fiiggvény szigo- /\ /\ /\ /\
rdan monoton novae. / = 1 \/ \/ 5 \ X
(Utobbi kérdésben [x] az x egészrészét, {x} XV

az x tortrészét jelenti.)

Toltsiik ki az aldbbi 5+ 1-es geometriai totd Allitas
tipposzlopat. Jelentse 1 az igaz, 2 a hamis
allitast, X pedig, ha az éllitds nem kijelentés. 1. Van olyan deltoid, amely rombusz.

Tipp

2. Minden rombusz deltoid.

3. Nem Iétezik olyan paralelogramma, amely deltoid.
4. Minden deltoid trapéz?

5. Van olyan trapéz, amely deltoid.

+1. A tipposzlop nem telitalalatos.
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Dontsiik el, igazak-e az aldbbi kijelentések. Allitas Logikai értéke
Toltsiik ki a tabldzatot.

a) Az 6t négyzetgyoke racionalis szam.
b) Az 6t négyzetgyoke valos szam.

¢) Van olyan szam, amely negativ,
és abszoldt értéke az ot négyzetgyoke.

Jancsi és Juliska gyermekkorukban sokat jatszottak egyiitt a mézeskaldcs hdz kertjében. A hazudés
jatékuk vagy ugy kezdddott, hogy Jancsi kijelentette:

a) ., En most hazudok.”

vagy ugy, hogy azt mondta:

b) ., En most hazudni fogok.”

Logikailag egyenértéki-e a két kijelentés?

2z

Ravaszdi Rudolf els6éves hallgaté a rokaképzdben. A hét elsé négy napjin hazudik, a tobbi
napon igazat mond. Mikor mondhatta a kdvetkezSket?

a) ,,Holnap igazat mondok.”
b) ,,Holnap hazudok.”

Ravaszdi Rudolf elvégezte a rékaképzit, nemrég diplomazott. Mar minden masodik napon mond
csak igazat (j6 eséllyel fel is veszik a masterképzésre). Mikor mondhatta a kovetkezSket?

a) ,,Holnap hazudok.”
b) ,,Holnap igazat mondok.”

Egy bolondokhazdban négyféle emberrel taldlkozhatunk. Vannak egészségesek, akik meg tudjik
kiilonboztetni az igaz és a hamis dolgokat, €s vannak betegek, akik pontosan forditva gondoljak:
az igazat hamisnak és a hamisat igaznak vélik. Mdsrészt a lakok egy része dpolt, a tobbiek orvosok.
Sajnos lehetnek az intézetben egészséges dpoltak és beteg orvosok is.

A bolondokhdzaban Jani kijelenti: ,, Nem vagyok egészséges orvos.” Mi Jani:
a) beteg apolt; b) egészséges apolt; c) beteg orvos; d) egészséges orvos?

A tizedikes fiuk foci kozben kirugtak az ablakot. A ,, Ki rigta ki az ablakot?” kérdésre csapat négy
tagja — Laci, Marci, Nandi, valamint Oszi — a kovetkez6ket valaszolta ebben a sorrendben:
Laci: ,, Ndndi volt.” Marci: ,,Nem én voltam.” Nandi: , Oszi tette.” Oszi: ,, Ndndi hazudik.”

e

Késdbb kideriilt, hogy pontosan ki tette, és az is, hogy a fitk koziil csak hdrman mondtak igazat.
Dontsiik el ennyi informaciobdl mi is, hogy Laszl, Marton, Nandor, Oszkar koziil ki volt
a tettes.

Mivel az ellentétek vonzzdk egymadst, az igazmondé juhdsz és a hazudés kirdlylany 6sszehdza-
sodott. Nos, hosszu egyiittélés utdn mar nem mondott mindig igazat a juhdsz, és nem hazudott
mindig a kirdlyldny. Azonban, hogy az ellentét megmaradjon, egyszerre nem teszik ugyanazt.
Dontsiik el egyetlen kérdéssel, hogy ki mond éppen igazat, €s melyikiik hazudik.

Tizenegyedik évfolyam elején az osztdlyba négy Uj didk érkezett. Keresztneveik: Emma, Tivadar,
Konrad, Csilla. Vezetékneveik: Kis, Nagy, Fekete és Fehér, de ebben a sorrendben egyik
vezetéknév sem a sorban megfelel§ helyen 4ll6 keresztnévhez tartozik. Azt is tudjuk, hogy Tivadar,
Fekete és Fehér kiilonboz3 iskolabdl érkeztek, valamint Konrad és Emma vezetéknevei ellentétek.
Mi az tj tanul6k teljes neve?
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Mekkora szoget zar be a kocka egyik csticsdbdl kiinduld lapétldja és testatlgja?

Mekkora tdvolsdgra vannak az a éld kocka csdcsai valamely élének felezGpontjat6l? Hany
kiilonbozd tavolsdgot kaphatunk eredményiil?

Hatdrozzuk meg az a éli ABCDEFGH kocka pirossal jelolt szakaszainak tavolsagat és hajlasszogét.
Minden esetben rajzoljuk be a piros szakaszokat tartalmazé egyenesek normdl transzverzalisat.

a) H b) H C) H
G G G
E E E /
© I ©
A A A
B B B
A 4170. feladat abrdjdn lathat6 kocka ABFE, BCGF és EFGH lapjainak kozéppontja egy hdrom-

szoget fog kozre. Szamitsuk ki a haromszog oldalainak hosszat, ha a kocka minden éle 5 cm hosszu.
Az eredményt egy tizedesjegy pontossdggal adjuk meg.

Bizonyitsuk be, hogy ha egy kocka négy oldallapjanak kozéppontja egy sikra illeszkedik, akkor
négyzetet fog kozre. Szamitsuk ki a négyzet teriiletét, ha a kocka éle a egység hosszusagu.

Az ABCDEFGH kocka éleinek hossza a, BF élének felezd-
pontja pedig P.

. . . L G
a) Milyen tavolsagra van a P pont a kocka H cstcsatol? E 4'

b) Mekkora a hossza a legrovidebb olyan titnak, amely P-bdl H-
ba vezet és csak a kocka élei mentén halad?

¢) Mekkora a hossza a legrovidebb olyan dtnak, amely a kocka

lapjain halad, és a P pontot a H ponttal kéti Ossze? A - .

A 12 cm éld ABCDEFGH fakockabdl kifaragtuk az ABCDO
gulat, ahol O a kocka fed6lapjanak kézéppontja. G
a) Mekkordk a keletkezd gula élei? E ”
b) Mekkora szdget zar be a gila oldallapja az ABCD sikkal?

¢) Mekkora szoget zar be a gila oldaléle az alaplappal?

d) Mekkora szdget zar be a gila oldaléle az alapéllel? c

e) Mekkora szoget zar be egymadssal a gula két szomszédos A
oldallapja? B

Egy kocka cstcsai koziil véletlenszertien kivélasztunk harmat. Mennyi a valdszintisége annak, hogy
a kivdlasztott csicsok altal kozrefogott hdromszog

a) szabdlyos; b) derékszogli?

Igaz-e, hogy ha két parhuzamos (egymadstdl kiilonboz4) sikot metsziink egy harmadik sikkal, akkor

a kialakul6 két metszésvonal egymadssal parhuzamos? Vélaszunkat indokoljuk.

.................. - 140
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Egy 6vodéasoknak késziilt magazinban gyakran |

taldljuk kivdghat6 és Osszeragaszthato testek b
sikbeli hal6jat. A legutébbi szambdl az dbran is
lathaté mozdonygardzs halézatat lehetett kivagni. 3

a) Az elkésziilt gardzs mely élei parhuzamosak
az AE éllel?

b) A gardzs mely élei merSlegesek az ED sza-
kaszt tartalmazé egyenesre?

G A B K

2.z

c) A gardzsnak melyek azok az élei, amelyek az EF szakaszt tartalmazé egyenessel kitér§ helyzett
egyenesre illeszkednek?

A Balaton-felvidék 1:40000 méretaranyu turistatérképének tantsédga szerint a Szent Gyorgy-hegy
magassdga 415 méter, a szomszédos Csobdncé 376 méter.

a) Milyen tavolsdgra van egymastol a két hegy csucsa a valésdgban, ha a térképen mért tadvolsaguk
15 cm? A valaszt egy tizedesjegy pontossdggal, méterben kerekitve adjuk meg.

b) Mekkora emelkedési szogben 14tja a Csobdanc tetején allo turista a Szent Gyorgy-hegy tetejét?

2 oz

Mekkora tavolsdgra van egymadstdl az a éld kocka két kitérd helyzet élének felez6pontja?

Egy téglatest alaplapjanak két éle 15 cm, illetve 20 cm, a téglatest testdtléja az alaplap sikjdval
60°-0s szoget zar be.

a) Mekkora szoget zar be egymadssal az alaplap két atlgja?

b) Szamitsuk ki a téglatest testatlojanak hosszit.

¢) Mekkora a téglatest ismeretlen hosszisagu éle?

s 2

Mekkora szdget zar be egymassal a kocka egyik testatloja és a vele kitérd helyzeti lapatldja?
Hatdrozzuk meg az ABCDEFGH kockaban (1d. 4170. feladat dbrdja) az aldbbi szogek nagysigat:
a) HAF<, b) ADG<; ¢) FGD<, d) BDF<.

Szamitsuk ki az dbrdkon megjelolt haromszogek oldalainak hosszat, ha az ABCDEFGH kocka
éleinek hossza 10 cm. Vannak-e a hdromszogek kozt derékszogtiek, illetve egyenl$ szariak?
Ha igen, akkor melyek? (Az dbrdk a kocka csicsain kiviil csak oldalfelez$ pontokat tartalmaznak.)

a) H b) H c) H
EG EG EAG
K
A ¢ A ¢ A ¢
B B B
d) H



12.4. VALOSZINUSEG-SZAMITAS, STATISZTIKA

Geometriai valosziniiség

(IF7) Egy szdmegyenesen kijeloltiik a J = [0; 10] intervallumot és annak I = [2; 6] részhalmazit.

Véletlenszeriien radobunk egy pontot J-re.
a) Mekkora val6szindséggel esik a pont az [ intervallumba?
b) Csokken-e a taldlat valoszintsége, ha I-t a nyitott |2; 6[ intervallumra cseréljiik?

7 2

Jatsszuk parban a kovetkezd jatékot. Mindkét jatékos elStt van egy papirlap, amit a tdrsa nem lat.
A jatékosok elére megegyeznek egy kiindul6 intervallumban, amit jeloljon J. Az A jatékos sajat
papirjéra felir egy, a kiinduld intervallumba es6 x valds szdmot, B pedig felirja az intervallum egy
I részhalmazat. Ezutdn megmutatjdk a papirokat. Ha x € I, akkor B nyert, ha x ¢ I, akkor A.
A kovetkez$ forduldban szerepet cserélnek. Az A jatékos nyereménye annyi, ahany szdzaléka
az I 6sszhossza J-nek. B nyereménye a komplementer szdzaléka.

Péld4ul J alapintervallum legyen [0; 5]. Az A jitékos megjeldli az x = 4,5 szamot, B pedig
az I=[0; 3] intervallumot. Ekkor x ¢ I, tehit A nyert. Mégpedig % -100 = % -100 = 60%-nak
megfelel§ 60 pontot. Ha x = 2-t védlasztotta volna, akkor B nyer 100 — 60 = 40 pontot.

Gizi és Géza a fenti jatékot jatsszak. Mekkora valészintséggel nyer az intervallumot ird, ha

a) J=[1;10] és 1=[1;5]; b)J=]0;8[ és 1=[2;7];

c) J=[-3;3[ és I1=[-2;-1] U ]1;2[?

Péter és Pil is a fenti jatékot jatssza. Mekkora val6szintiséggel nyer a szamot ir6, ha J = [1; 10],
és az intervallumot iré

a) az 0sszes pdratlan szimmal kezd6d6 zart egységnyi intervallum unidjat felirja;

b) az 0sszes primszammal kezd6dd zart egységnyi intervallum egyesitését felirja?

A J =[8; 15] intervallumon beliil tigy szeretnénk kijel6lni az I intervallumot, hogy ha véletleniil
raejtiink J-re egy pontot, akkor 0,7 valdszintséggel I-be essen. Adjunk meg ilyen / intervallumot.

Mend Mand, a rajzfilmfigura a szamegyenes
[0; 1] intervalluman barangol. Egyszer csak ™~

az abran lathat6é dobbant6 feldobja a levegdbe,
mikdzben a mésik oldalon elttinik a vonal egy
része. Most azon izgulunk, hogy a mi Mandnk
a lyukba esik-e. Mekkora ennek a valdszintisége, ha Men§ Man6 véletlenszertien hullik vissza
a fZ); 1] szakaszra?

Taborozas alkalmaval a ruhaszarit6 kotelet két, egymastol 12 mé-
terre 4116 fahoz kotottiik. Mivel a kotél nagyon hosszd, egymadstol
azonos tdvolsdgra 5 darab Y alaku tartéoszlopot helyeztiink el.
Az Y két felsG szara 80 cm-re van egymadstdl, azokon rogzitve
fut at a kotél. Arra lettiink figyelmesek, hogy egy kismadar
reggelente véletlenszer(ien raszall valahol a kotélre, €s csipkedni
kezdi. Ha az Y két szdra kozott csipi el a kételet, az nem gond. Am ha az oszlopok kozott, az mar

2 2

igen! Mekkora annak a val6szintisége, hogy ilyen részre szall a madar?
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¢) minden éltala megtekintett A, B, C, D oldalrél mutat egy link a néi magazin E oldalara,
de a tobbi, egy oldalon taldlhaté link mind ugyanarra az oldalra mutat?

d) Mekkora valoszintiséggel nem taldl Kornélia A, B, C, D weblapokon keresztiil a n§i magazin
E oldalara, ha

1.az A, B, C, D oldalakrdl egy-egy link mutat az E-re;

2. az A oldal tobbi linkje a B-re, a B oldal tobbi linkje a C-re, a C oldal tébbi linkje a D-re
mutat, illetve

3. a D oldal minden linkje kiilénb6z6 oldalakra visz?

Statisztika

Adott az aldbbi rangsorba rendezett minta.
0, 1, 1, 1, 2, 2, 3, 3, 5, 5, 6, 6, 6, 7, 7, 9, 10, 10, 11, 12
A terjedelmet hdrom egyenld részre osztva soroljuk az adatokat ,,alacsony”, ,.kozepes”, ,,magas”

kategoridkba. Készitsiink belSliik gyakorisdgi diagramot. A diagram utolsé oszlopdban tiintessiik
fel az osztalyok relativ gyakorisagait is.

Adottak a kovetkez§ mintdk. Hatdrozzuk meg mindegyik minta elemeinek atlagat, moduszat
(vagy moduszait), medidnjét, alsé és felsd kvartiliseit, majd készitsiink bel6liik dobozdiagramokat.

a) 11,8,4,4,7, 2;

b) 12,20, 7,11, 16, 13, 15;
c)6,3,3,5,2,7,5,9;

d) 15,8,20,11,4,43,11, 1, 11.

.z

Hatdrozzuk meg az el6z6 feladat 5127/a és 5127/c mintdinak

a) terjedelmét, szorasat; b) a mediantdl szamitott atlagos abszolut eltérését.
Tekintsiik a kovetkezd 10 elemd mintat: Kategéria Gyakoriség
3, 3, 5,5 5,6, 6, 7, 8 8. 4 »
A mintabdl készitettiink mar egy gyakorisagi tablazatot is A, B,
C kategérianevekkel: . |
Készitsiink kiilonbozd diagramokat a mintdbdl, ha be szeretnénk "’ i
mutatni Osszesen 10
a) az egyes kategoéridk teljes mintdhoz viszonyitott ardnyait;
b) az egyes kategoridk egymdshoz viszonyitott ardnyait;
c) hogy az elemek a mintdn beliil milyen megoszldst mutatnak.
Tekintsiik az aldbbi gyakorisagi diagramot, amelyben az egyes Osztalykz Gyakorisag
kategoridk osztalykozokkel vannak megadva. 04 ,
Adjunk becslést az adatok atlagéra. -
5-9 11
10-14 2
Osszesen 20



5131 Egy klézt')sség tagjainak €letkorairél az aldbbi hdrom diagram  FEEEGERR FGEE S W
észiilt.
[ . P . fiatal 0-30
Melyikrdl milyen mintajellemz6t tudunk leolvasni?
Tudjuk még azt is, hogy az egyes kategoridkat hogyan alakitottak Gz s
ki (évben megadva). aggkora 60 — 100
a) b) ¢)
10
9 ¢
8 aggkoru
: H T
6
5
4
§|I |I 102030405060708090
:
0

fiatal kozépkora aggkorti

(FFF Van négy becslésiink a jovordl: 2041-ben 20,5, 2042-ben 21, 2043-ban 22 és 2044-ben 23 pénz-
egység lesz a korte dra. Az alabbi négy diagramot kiilonb6z6 célokkal készitették az adatokrdl.

a) Mondjuk meg, melyik diagrammal mi lehetett a készitd célja.
b) Hogyan tudnénk redlisan dbrazolni az adatokat?

1) @)
40 24,0
35 23,5
30 23,0
25 22,5
20 22,0
15 215
10 21,0
5 20,5
0 . . . 20,0 I l I I .
2041. v 2042. év 2043. év 2044. év 2041. v 2042. év 2043. év 2044. év
©) (4)
2043. év
24,0
23,5
23,0
22,5 2042. év 2044. év
22,0
21,5
21,0
20,5
20 0 2041. év

(EE) Egy 30 £6s osztdlyban 10 fid tanul. A lanyok magassagdnak dtlaga 166 cm, a fitké 175 cm. Hany
centiméter a teljes osztdly tanuléinak magassaga?

Egy osztilyba 3-szor annyi ledny jar, mint fid. A fidk atlagmagassdga 10 cm-rel tobb a ldnyok
atlagmagassdagandl. Az 6sszes tanuld dtlagmagassdga 170 cm. Mennyi a ldnyok dtlagmagassdaga
az osztalyban?
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Két @/g ”kijzzétett néha:my. aflatf)t a dol'goz()i Atlag Médusz  Median  Terjedelem

fizetésérdl, ezeket az alabbi tablazatban Gssze-

foglaltuk. Acég 250 150 240 600

a) Melyik céget érdemes valasztania egy kezds | B cég 250 200 210 800
munkavallalonak?

b) Melyik céget érdemes vdlasztani egy sok év gyakorlattal rendelkez6 munkavéllalénak?
c) Melyik céget érdemes valasztania annak, aki hosszu tdvra tervez és vezetdi ambicidi vannak?

Két hasonl6 kord, allapotd és népszertiségd, de kiilonbdzd tipusi
haszndlt auténk van. Bizonyos okok miatt valamelyiket el = A4 | EI] |
szeretnénk adni. Egy hasznéltauté portdl az adatbdzisiban

szerepl$ azonos tipusud jarmtivek drairél automatikusan generalt B |

egy-egy dobozdiagramot (vagy mas néven box-plot vagy sodrofa-

diagramot), ezek l4thatdk az abran.

1 1 1 1
oM 25M 3M 35M 4M

a) Irjuk 6ssze a lehetGségeket, milyen idébeli iitemezéssel
szeretnénk pénzhez jutni.

b) Milyen helyzetben melyik autét, milyen dron érdemes meghirdetniink?

Két cégnél kiszamoltak a dolgozdk életkoranak Absz. atl.

statisztikai mutat6it. A két mintdrdl a tablazat- eltérés

ban lz’}’t'hat(’) értékeket tudjuk,, de a tablazat szer- 7 g 42 38 4 10,5 7

kesztGje az egyik adatot elgépelte.

a) Melyik adat ,,16g” ki? Mi lehet a j6 adat, ha
csak egy szdmjegyet gépelt el a szerkeszt§?

b) Mit allapithatunk meg az adatokbol?

Attag  Modusz Median ~ Széras

B cég 33 30 44 7 6

Egy hét elem( mintardl ismerjiik a kovetkezdket:
A=15 R=14, 0,=12, 0,=14, 0;=20.
Azt is tudjuk, hogy a minta egyetlen mddusza 20. Képesek vagyunk-e az adatokbdl egyértelmiien
eldéllitani a mintdt?
Adott a négyelem( x, 86, 116, y rangsorba rendezett minta. Hatdrozzuk meg x és y értékét, ha
tudjuk, hogy
— a minta szorasa 21;
—a mediantdl vett abszoltt atlagos eltérés 20;
— minden adat egész szdm.
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