2964. a)

2965. a)

BROMBINATORIKA,
VALOSZINUSEGSZAMITAS

Vegyes kombinatorikai feladatok

Akéarmelyik goly6t rakhatjuk az elsd helyre, ez hdrom lehetség. Ha példdul a piros
golyé keriilt elére, akkor a mésodik helyre a masik két goly6 koziil barmelyik keriil-
het. Ez két esetet jelent. Ugyanez igaz akkor is, ha masik goly6 allt az elsé helyen.
Emiatt az elsd két helyre 3 - 2-féleképpen keriilhetnek a golyok. Ha elddlt, hogy az
elsé két helyre melyik golyé keriilt, akkor a harmadikra mar csak egyféle médon
helyezhetjiik el a kimarad6t. Emiatt 6sszesen 3 -2 -1 =06 féle sorrend lehetséges.
Tablazatba foglalva a lehet&ségeket (a golyodkat a sziniik kezdSbetdjével jeloltiik):

1. hely P K S
2. hely K S P S P K
3. hely S K S P K P

Ugyanez a vilasz a b) c) d) e) f) g) h) kérdésekre is, tehat a lehetGségek szama:
3.2-1=6.

Akdrmelyik goly6t rakhatjuk az elsd helyre, ez négy lehetdség. Ha példaul a piros
golyé keriilt elre, akkor a masodik helyre a maradék harom golyé koziil barmelyik
kertilhet. Ez harom esetet jelent. Ugyanez igaz akkor is, ha masik goly¢ 4ll eldl, te-
hat az elsd két helyre 4 - 3-féleképpen helyezhetiink golydkat. Ha az els6 két helyre
mdr tettiink goly6t, akkor a harmadik helyre a megmaradt két goly6 barmelyike ke-
riilhet. Igy az elsé harom helyre 4 - 3 - 2-féleképpen rakhatunk golydkat. Ha elddlt,
hogy melyik harom goly¢ keriil az els6 harom helyre, akkor a negyedik helyre mar
csak egyféleképpen keriilhet golyé. Emiatt 6sszesen 4 - 3 - 2 - 1 = 24 féle sorrend le-
hetséges.

Megjegyzés: Az el6z§ feladat eredményét felhaszndlva gyorsabban is eredményre
juthatunk: Az elsé helyre barmelyik goly6 keriilhet, ez négy lehet6ség. Ha példaul a
piros golyo keriilt elsd helyre, akkor a tobbi hdrom helyre a maradék hdrom golyét
kell sorbarakni. Az el6z6 feladat szerint ezt 6-féleképpen tehetjiik meg. Ugyanez
igaz akkor is, ha mésik golyé all elsl. fgy osszesen 4 - 6 = 24-féle sorrend lehetsé-

ges.

267



KOMBINATORIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS

2966.

2967.

2968.

2969.

2970.

2971.

268

Ugyanez a vilasz a b) c) d) e) f) g) h) kérdésekre is, tehat a lehetGségek szama:
4.3.2-1=24.

a) 4-3-2-1="24négyjegyl szamot kaphatunk.
b) Péros szamot csak akkor kapunk, ha az utolsé szamjegy a 4. Igy az els6 harom
helyiértékre az 1; 3; 5 szdmjegyek keriilnek valamilyen sorrendben. Annyi paros

szamot kapunk tehat, ahdnyféleképpen az 1; 3; 5 szdmjegyek sorbarendezhetdk.
Ezen sorrendek szdma: 3 - 2 - 1 = 6. Tehat 6 paros szam van kozottiik.

¢) 4000-nél nagyobb szdmot akkor kapunk, ha az elsé szamjegy 4 vagy 5. Igy az elsd
helyiértékre kétféle szamjegy keriilhet. Ha ide valamelyik szdmjegyet leirtuk, akkor
a tovabbi hirom helyiértékre kell a maradék hdrom szdmjegyet leirni. Ezt
3.2 .1=6-féleképpen tehetjiik meg. Tehat a 4000-nél nagyobb szdmok szdma:
2-6=12.

Korongok Példak az elrendezésekre Sorrendek szdma
P; K PK; KP 2
P; K;S PKS; PSK; KPS; KSP; SPK; SKP 6
P;K; S; F PKSF; PKFS; PSKF; PSFK; ... 24

a) Az otvendég 5 -4 -3 -2 - 1=120-féle sorrendben érkezhetett meg a sziiletésnapra.
b) Az els6 harom érkez6 a harom fid volt. Ok 3 - 2 - 1 = 6-féle sorrendben érkezhettek
meg. Az ezutdn érkezd$ két lany kétféle sorrendben érkezhetett. Vagyis a fidk bar-

mely érkezési sorrendjéhez kétféleképpen kapcsolddhatnak, igy az ilyen sorrendek
szama: 6 - 2 = 12.

Az els6 helyen barmelyik futé végezhetett, ez 6 lehet§ség. Ha az elsS helyezett mar be-
futott, a masodik helyre a maradék 6t fut6 koziil barmelyik kertilhet, igy ez 5 lehet&ség.
Tehat az els6 két helyre 6 - 5-féleképpen keriilhetnek versenyzSk. Hasonldéan folytatva
tovabb a hat fut6 lehetséges befutdsi sorrendjeinek szdma: 6 - 5-4 -3 -2 -1 ==720.

Mivel a szam 15-tel kezdddik, ezért az els6 két helyiértéket mar kitoltottiik, igy a tobbi
négy helyiértéken kell elhelyezni a maradék négy szamjegyet. Ezt annyiféleképpen te-
hetjik meg, ahdnyféleképpen a négy szdmjegyet sorba lehet rendezni. Ezek szdma:
4-3.2.1=24.Tehat 24 db ilyen hatjegy( szdm képezhets.

Annyi 6tjegyt szamot képezhetiink, ahanyféleképpen az 6t szamjegyet sorba lehet ren-
dezni. Ezek szdma: 5-4 -3 -2 - 1 =120. Tehat 120 db 6tjegyli szamot képezhetiink. Ha
a szam 7-re végz4dik, akkor az elsé négy helyiértékre kell elhelyezni a maradék négy

szamjegyet minden lehetséges sorrendben. Az ilyen szdmok szdma tehat:
4-3-2-1=24.
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2972.

2973.

2974.

2975.

7-6-5-4-3-2-1=5040-féle sorrendben.

a) Annyi otjegyd szdmot képezhetiink, ahdnyféle mddon sorbarendezhetjik az ot
szdmjegyet. Ezek szdma: 5-4-3-2-1=120.

b) Azok a szamok parosak ezek koziil, amelyek 2-re vagy 4-re végzGdnek. Tehat az
utolso helyre kétféle szdmjegyet valaszthatunk. Ekkor valamelyiket leirva a maradék
négy helyiértékre kell elhelyezni a kimaradé négy szamjegyet. Ezt 4 -3 -2 -1 =24-
féle médon tehetjiik meg. Tehat a képezhetd paros szamok szdma: 2 - 24 = 48.

c) Azok a szdmok lesznek néggyel oszthatéak, amelyek utolsé két jegyébdl all6 kétje-
gyl szdm oszthaté néggyel. Emiatt az utolsé két helyiértékre a kovetkezd szdmok
keriilhetnek: 32; 52; 72; 24. Ha ezek valamelyikét leirjuk az utolsé két helyiértékre,
akkor a maradék harom szamjegyet kell az elsé harom helyiértékre elhelyezni. Ezen
elrendezések szdma: 3 -2 - 1 = 6. Tehdt Osszesen: 4 - 6 = 24 néggyel oszthaté szdm
van kozottiik.

d) A legnagyobb szam a 75 432, a legkisebb a 23 457.

e) A legnagyobb pdératlan szdm a 75 423.

f) Alegkisebb paros szam a 23 574.

g) Nagysag szerint {rva a négy legkisebb szdm sorrendben: 23 457; 23 475; 23 547,
23 574. Tehat a 4. helyen a 23 574 allna. Mivel az a) rész szerint 120 db szdm van
Osszesen, ezért a nagysag szerinti ndvekvd sorban ugyanaz a szam all a 115. helyen,
mint ami a csokkend sorrendben a 6. helyen. Irjuk le csokkend sorrendben az elsG
hat szdmot!

75 432; 75 423; 75 342; 75 324; 75 243; 75 234; ...
Tehat a novekvd sorrendben a 115. helyen a 75 234 4llna.

h) Mivel minden szdm otjegyd €s 120 db van bel6liik, ezért az egymds mellé iraskor
5 - 120 = 600 jegyi szdmot kapnank.

Abécé sorrendben irva a »~szavakat”, el6szor az A, majd a K, végiil a P és U betiivel
kezd6d6 szavak kovetkeznek. Nézziik elGszor hany ,,s26” kezd6dik A betdvel! Ezek
szdma éppen 3 - 2 - 1 = 6, hiszen a maradék hdrom betiit ennyiféle sorrendben irhatjuk
az A betd utan. Tehat a ,,szétarban” az elsé hat ,,sz6” A betiivel kezdddik és ezutan ko-
vetkeznek a K betiivel kezd6dé ,,szavak". Hasonl6an, mint az A betd esetén, a K beti-
vel kezd8d6 ,,szavak™ is hatan vannak. Az is lathatd, hogy koziiliikk az els6 a KAPU és
utolsé a KUPA (hiszen a KAPU-ban a K utdn 4bécé sorrendben, mig a KUPA-ban ép-
pen forditva kovetkeznek a bettik). Ebbdl kovetkezik, hogy a ,,szétarban” a KAPU a 7.,
a KUPA a 12. helyen szerepel.

a) Egy szam pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha szdmjegyeinek 0sszege is oszthat6 3-
mal. Az altalunk képezett szimokban ugyanazok a szdmjegyek szerepelnek, tehat ha
a jegyek O0sszege oszthaté 3-mal, akkor minden ilyen hatjegyd szdm is oszthat6 lesz
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b)

c)

2976. a)

b)

3-mal. A jegyek Osszege 1 +5+ 6+ 7 + 8 +9 =36 oszthaté 3-mal, tehat annyi 3-
mal oszthaté szam lesz, ahdny ilyen hatjegyd szamot képezni lehet. Ezek szama:
6-5-4-3-2-1=720, hiszen ennyiféleképpen rendezhetjiik sorba a hat szdmje-
gyet.

Egy szam akkor oszthaté 6-tal, ha oszthat6 3-mal és paros. Mivel az édltalunk képez-
hetd szdmok mind oszthatok 3-mal, ezért azt kell megszamolni, hogy kozottiik hany
paros van. Pdros szdmot akkor kapunk, ha az utolsé helyiértékre 6-ot vagy 8-at
irunk. Ezek barmelyikét leirva a tobbi 6t helyiértékre 5 -4 -3 - 2 - 1 = 120-féle mo6-
don rendezhetjiik el a maradék 6t szamjegyet. Tehat a 6-tal oszthaté szamok szdma:
2 - 120 = 240.

Egy szam akkor oszthaté néggyel, ha az utolsé két szaimjegyébdl 41l kétjegyli szam
is oszthaté néggyel. Esetiinkben lesz kozottiik néggyel oszthatd, hiszen a 16-ra, 56-
ra, 76-ra, 96-ra és 68-ra végz6ds szamok mind ilyenek.

Megjegyzés: Konnyen megszamolhatjuk, hogy hany néggyel oszthaté szamot ké-
peztiink! Az elézbek szerint az utols6 két helyiértékre 5-féleképpen irhatunk szam-
jegyeket. Barmelyiket is tekintjiik, hozza az elsé négy helyiértékre 4 - 3 -2 - 1 = 24-
féleképpen rendezhetjiik el a maradék négy szamjegyet. Igy a néggyel oszthaté
szamok szama: 5 - 24 = 120.

Anyolcember8-7-6-5-4-3-2-1=40320-féle mdédon iilhet le egymds mellé.
Kiilonboztessiink meg két esetet:

1. eset: a pdratlan sorszamu helyeken fiuk iilnek, a paros sorszamu helyeken ldnyok.
Ekkor a négy pératlan sorszdmu helyre a négy fiit 4 - 3 - 2 - 1 = 24-féleképpen {il-

tethetjiik le. A fidk barmely sorrendjében a lanyok a négy paros sorszamu helyre
4-3.2 .1 =24-féleképpen iilhetnek. Igy ezen sorrendek szdma: 24 - 24 = 576.

2. eset: a paratlan sorszdmu helyeken lanyok tilnek, a paros sorszamu helyeken fitk.
Ekkor az el6z6 részhez hasonldan a lehetGségek szdma 576.

Igy osszesen 576 + 576 = 1152-féle médon iilhetnek le felvéltva fidk, lanyok a pad-
ra.

2977. A leirt feltétel szerint nem tekinthetd kiilonbozének az a két elhelyezés, amelyek egyike
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ugy keletkezik a masikb6l, hogy mindenki pl. egy hellyel jobbra iil. Ebbdl kovetkezik,

hogy az elhelyezkedésnél az elsé ember tetsziileges helyre iilhet, a sorrendet a tobbiek

hozz4 képest val6 elhelyezkedése hatdrozza meg.

a)

Az el6bb elmondottakbdl kovetkezik, hogy 3 ember csak egyféleképpen iilhet le az
asztal mellé, hiszen barmilyen helyzetben is foglaltak helyet a két szomszéd ugyan-
az marad. (Ha kiilonbséget tennénk a bal- ill. jobboldali szomszéd személye kozott,
akkor persze kétféle elhelyezkedés adddna, aszerint, hogy az elsé ember baljan a
masodik, vagy a harmadik ember iil.)
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b)

Az a) részben leirtak szerint 3 ember csak egyféleképpen iilhet le az asztal koré. Ha
a négyb6l harom mar leiilt, a negyediket 3-féleképpen (iiltethetjiik le annak
megfeleleGen, hogy melyik kettG kozé iiltetjiik. Igy a lehetéségek szama 3. (Ha kii-
lonbséget tesziink a bal és jobboldali szomszéd kozott, akkor az el6z6 megjegyzés-
b6l adéddan 6-féle elhelyezés lehetséges.)

A b) rész szerint négy ember haromféleképpen iilhet le az asztal koré. Vélasszunk ki
az 6t emberbdl négyet és iiltessiik le Sket! Ekkor az 6todik ember 4-féleképpen tilhet
le kozéjiik, igy az 6t ember elhelyezkedésére: 3 - 4 = 12 lehet&ségiink van. (Ha kii-
Ionbséget tesziink a bal- és jobboldali szomszéd kozott, akkor a lehetGségek szama
24.)

2978. A megoldas alapgondolata megegyezik az el§z6 feladat megolddsdban hasznaltakkal.

Harom gyongyot csak egyféleképpen fiizhetiink fel a ldncra. A negyediket barmely

kett6 kozé illeszthetjiik, igy a négy gyongy felflizésére 3 lehetdség van. Az 6todik

gyongyot a mdr felfizott négy gyongy kozé kell illeszteni, igy erre 4 lehet&ség van. Te-
hat az 6t gyongyot Osszesen 3 - 4 = 12-féleképpen flizhetjikk fel. Ha mar 6t gyongyot

felfiiztiink, a hatodikat ezek kozé kell illeszteni. Erre 5 lehetGségiink van. Igy a hat

gyongyot dsszesen: 5 - 12 = 60-féleképpen flizhetjiik fel a lancra.

2979. a)

b)

2980. a)

Osszuk fel a padot harom részre, és osszuk el a részeket a harom hazaspar kozott.
Ezt 6-féleképpen tehetjiik meg. (Az elsd részt barmelyik par kaphatja, ez hirom
eset. Ha az egyik mar megkapta azt, a masik részre két lehetdség van. Végiil, ha az
elsG két részt elosztottuk, akkor a harmadikat csak egyféleképpen adhatjuk oda. Igy
az esetek szdma: 3 - 2 - 1 = 6) A megkapott részre mindegyik par kétféleképpen iil-
het le. Igy az Gsszes lehetGségek szama: 6 - 2 - 2 - 2 = 48,

Megjegyzés: Masképpen is okoskodhatunk! A pad bal oldali szélére a hat ember ko-
ziil barki letilhet, ez 6 lehetség. Melléje viszont mar csak a hazastdrsa iilhet, igy az
elsé két helyre 6-féleképpen iilhetnek le. Ezutdn a kovetkez$ helyre a kimaradé 4
ember koziil barki leiilhet, melléje viszont ismét csak a hdzastars iilhet, igy az elsd
négy helyre 6 - 4-féleképpen iilhetnek le. A kimaradd két helyre a harmadik hazas-
par kétféleképpen iilhet le, igy az 6sszes lehetGségek szdma: 6 - 4 - 2 = 48.

Kovessiik vagy az a) részben vagy a megjegyzésben latott gondolatmenetet! A le-
hetséges esetek szdma: 24 - 2 -2 - 2 - 2 = 384. (A megjegyzésbeli gondolatmenettel:
8-6-4-2=384)

A 2977. feladat megoldasabdl kideriilt, hogy harom ember a feltételeknek megfele-
16en csak egyféleképpen helyezkedhet el az asztal koriil. Ultessiik le elszor a ha-
rom férfit az asztal koré, ezt csak egyféleképpen tehetjiik meg. Ezutdn minden fele-
ség vélaszthat, hogy férje jobb vagy bal oldalén szeretne inkdbb iilni. Igy a lehetd-
ségek szdma: 2 -2 -2 =8.
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2981.

2982.

2983.

2984.

2985.

2986.
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b) Az a) rész szerinti gondolatmenetet kovetve: A négy férjet haromféleképpen iltet-
hetjiik az asztal mellé. (2977. feladat b) része.) Ezutan minden feleség két lehetdség
koziil vélaszthat: férje jobbjan vagy baljan foglalhat helyet. Igy a lehetéségek szé-
ma:3-2-2-2-2=48.

Megjegyzés: Ha leiilésnél kiilonbséget tesziink a jobb- és baloldali szomszéd kozott,

Py

akkor az elhelyezkedések szdma az el6z6 megoldasbol adédonak kétszerese lesz.

a) 4 b) 18 c) 96

Gondolkodjunk gy, hogy az elsd helyiértékre a 0-n kiviil barmely szdmjegy keriilhet.
Ha ide mdr lefrtunk egy szdmjegyet, akkor a maradék helyiértékekre a kimaradt szam-
jegyeket tetszbleges sorrendben leirhatjuk.

Az elsd helyiértékre nulla nem keriilhet, igy ide 9-féleképpen irhatunk szamjegyet. A
maradék kilenc helyiértékre a kimaradd 9 szdmjegy tetszGleges sorrendben irhatd, igy a
lehet6ségek szdma: 9-9-8-7-6-5-4-3-2-1=3265920.

Egy szam pontosan akkor oszthaté ottel, ha O-ra vagy 5-re végzddik. Ezért esetiinkben a
0 az utolso helyiértéken szerepelhet csak. Az elsd négy helyiértékre a négy szamjegyet
4.3 .2.1=24-féleképpen helyezhetjiik el, igy 24 ilyen 6tjegyd szam képezhetd.

Egy szam pontosan akkor oszthatd 5-tel, ha O-ra vagy 5-re végzddik. Esetiinkben a 0-ra
végz8dd négyjegyl szamok szdma 6, hiszen a tobbi harom szdmjegyet hatféleképpen
helyezhetjiik el az els6 harom helyiértéken. Az 5-re végz6d6 szamok szdma 4, hiszen a
0 nem keriilhet az elsd helyiértékre. Osszesen tehat 10 ilyen négyjegyti szam képezhetd.

Az utolsé szdmjegy vagy a 0, vagy a 2. Ha a 0 az utolsé jegy, akkor az elsé hdrom
helyiértékre 6-féleképpen rendezhetjiik el a hdrom szamjegyet, igy 6 ilyen négyjegyt
szam van. Ha az utols6 szamjegy a 2, akkor 4 ilyen négyjegyd szam képezhetd, hiszen a
0 nem 4llhat az elsé helyiértéken.

Osszesen tehat 10 ilyen négyjegyii szdm képezhets. Néggyel oszthaté szdmot akkor ka-
punk, ha az utols6 két szamjegybdl 4116 kétjegyd szam oszthaté néggyel. Igy az utolsé
két helyiértékre csak a 12; 32; 20 keriilhet. Igy 4 db néggyel oszthaté szamot kapha-
tunk, ezek a kovetkezdk: 3012; 1032; 1320; 3120.

a) Az elsé helyiértékre nem keriilhet 0, igy 4 lehetdség adddik. Ha valamelyik szdmje-
gyet elsének leirtuk, akkor a tobbi négy helyiértékre a maradék négy szamjegyet
4 -3 .21 =24-féleképpen irhatjuk le. Igy 4 - 24 = 96 otjegy( szamot képezhetiink.

b) Az utolsé szamjegy csak 1 vagy 3 lehet, ez két lehetGség. Valamelyiket leirva a ma-
radék négy szamjegybdl kell négyjegyli szamot képezni. Mivel a nulla nem kertilhet
az elsé helyiértékre, ezért ilyen négyjegyd szam: 3 -3 -2 -1 =18 van. Tehdt a pa-
ratlan 6tjegy( szdmok szdma: 36.
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c)

d)

2987. a)

b)

c)

2988. a)

b)

Egy szam pontosan akkor oszthaté 5-tel, ha 6tre vagy nulldra végzddik. Ezért ese-
tinkben a nullinak az utolsé helyiértéken kell allni. Ilyen szdm Osszesen
4.3 .2-1=24 képezhetd, hiszen a maradék négy szdmjegyet tetszdleges sorrend-
ben irhatjuk az elsé négy helyiértékre.

Egy szam pontosan akkor oszthaté néggyel, ha az utolsé két jegyébdl allé kétjegyi
szdm is oszthaté néggyel. Igy esetiinkben a szdmoknak a kovetkezd kétjegyd szdm
valamelyikére kell végzddni: 20; 40; 12; 32; 24; vagy 04. Ha a szdm, végzddése 20;
40 vagy 04, akkor az els§ harom helyiértékre tetszéleges sorrendben irhatjuk a ki-
maradé harom szamjegyet. Tehdt ilyen szdm Osszesen 3 -3 -2 - 1 = 18 képezhets.
Ha a szdm végzddése 12; 32 vagy 24, akkor a kimarad6 harom szdmjegybdl a O nem
keriilhet az elsd helyiértékre, igy ilyen szdm Osszesen 3 -2 -2 -1 =12 képezhets.
Osszefoglalva: 30 db néggyel oszthaté szdmot képezhetiink.

Egy szdm pontosan akkor oszthaté 3-mal, ha szdmjegyeinek Osszege is oszthatd 3-
mal. Esetiinkben a jegyek Osszege: 0+ 2 +4 + 6+ 9 =21 oszthaté 3-mal. Igy az
Osszes Otjegyd szam oszthat6 lesz 3-mal. Ezek szdma 4 -4 -3 -2 -1 =96, hiszen a

nulla nem éllhat els6 helyen.

Egy szam akkor oszthaté 6-tal, ha oszthat6 3-mal és paros. Esetiinkben minden
szam oszthaté 3-mal, tehat csak azt kell megszdmolni, hogy hany paros van kozot-
tiik. Mivel csak a 9-re végz6dS szamok nem pdrosak, ezért célszerd megszamolni,
hogy hany 9-re végz8dd szdm taldlhaté kozottiik. Mivel a 0 nem keriilhet az elsg
helyiértékre, ezért a 9-re végz8d4 szdmok szdma: 3 -3 -2 - 1 = 18. Tehdt a szdmok
kozott 96 — 18 = 78 hattal oszthatd van.

Egy szdm pontosan akkor oszthaté 30-cal, ha oszthat6 5-tel is, 3-mal is és 2-vel is.
Esetiinkben minden szdm oszthat6 3-mal, igy azokat kell megszdmolni, amelyik 5-

tel is és 2-vel is oszthaték. Ez a feltétel akkor teljesiil, ha a szdm 0-ra végzddik. Igy
ezek szdma: 4 -3 -2 -1 =24.

123 + 132+ 213 + 231 + 312 + 321 = 1332. A szdmok leirasa nélkiil is kiszdmit-
hatjuk az osszeget! Eszrevehetjiik, hogy az osszegben minden szdmjegy minden
helyiértéken éppen kétszer szerepel, hiszen a masik két jegyet kétféleképpen irhat-
juk le a megmaradé két helyiértékre. Igy az osszeg: 2-(1+2+3)-100 +
+2-(14+2+3)-10+2-(1+2+3)=2-(1+2+3)-111=2-6-111=1332.

Az a) részben latott gondolatmenetet kovethetjiikk. Minden szamjegy minden helyi-
értéken annyiszor szerepel az dsszegben, ahdnyféleképpen a tobbi hdrom szdmje-
gyet a maradék hdrom helyiértékre le lehet irni. Ez éppen 3 -2 - 1 = 6. Igy az osz-
szeg:
6-1+2+3+4)-1000+6-(1+2+3+4)-100+6-(1+2+3+4)-10+6-(1+
+2+3+4)=6-(1+2+3+4)-1111=6-10- 1111 =66 660.
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c)

a)
b)

a)
b)

Hogy a b) részben latott gondolatmenetet alkalmazni tudjuk, {rjuk hozzad gondolat-
ban a négyjegyd szamokhoz azokat is, amelyek O-val kezd6dnek. Ekkor a b) rész
alapjan az 0sszeg: 6-0+1+2+3)-1000+6-(0+1+2+3)-100+
+6-0+1+2+3)10+6- 0+1+2+3)=6-O0O+1+2+3): 1111 =
=6-6-1111=39996. Ebbdl az 6sszegbdl vonjuk ki azokat, amelyek O-val kez-
dédtek (0123; 0132; ...) Ezek Osszege éppen az a) részben szamitott Osszeg, tehat
1332. Igy a 0; 1; 2; 3 szdmjegyek felhasznaldsaval készitett négyjegy( szdmok osz-
szege: 39 996 — 1332 = 38 664.

5-4-3-2-1=120, hiszen ennyiféleképpen lehet sorbarendezni az 5 szdmjegyet.

Minden szdmjegy minden helyiértéken annyiszor szerepel az 0sszegben, ahdnyféle-
képpen a tobbi 4 szdmjegyet a 4 kimaradé helyiértéken el lehet helyezni. Ez a szdm
4-3.2-1=24. Igy a keresett Osszeg (az 2988. feladat mintdjra):
24-(1+3+5+7+9)-11111=24-25-11 111 =6 666 600.

ABB; BAB; BBA
TOLL; TLOL; TLLO; OTLL; OLTL; OLLT; LOTL; LOLT; LLOT; LTOL,;
LTLO; LLTO

AABB; ABAB; ABBA; BAAB; BABA; BBAA

Korongok Példdk az elrendezésekre Sorrendek szdma
F; P; K FPK; FKP; PFK; PKF; ... 6
F;F; P FFP; FPF; PFF 3
F; P; K; S FPKS; FPSK; FKPS; FKSP; ... 24
F;F; P; K FFPK; FPFK; FPKF; FFKP; ... 12
F;F,F; P FFFP; FFPF; FPFF; PFFF 4
F;F; P; P FFPP; FPFP; FPPF; PFFP; ... 6

1. megoldds: Vaélasszunk ki a négy helyiérték koziil kettét, és ide irjuk le a két 2-es
szamjegyet! Ezt 6-féleképpen tehetjiik meg, hiszen az elsé helyiértéket 4 koziil va-

lasztjuk, a mdsodikat a maradék hirom koziil. Ez 12 lehet&séget jelentene, azonban

minden helyiérték-part kétszer szdmoltunk meg annak megfelelGen, hogy melyiket va-
lasztottuk ki elsének. Ezutdn a maradék két helyiértékre irjuk le a 3 és az 5 szdmjegye-
ket. Ezt kétféleképpen tehetjik meg. Igy a képezhets négyjegyd szamok szdma

6 -
11

2=12.
megoldds: Trjunk az egyik kettes szdmjegy helyébe egy l-est! Igy a négy szam-

jegybdl 4 -3 -2 - 1=24 négyjegyl szamot képezhetiink. Rendezziik ezeket parba: két

szdm Keriiljon péarba, ha az 1 és 2 cseréjével egyikbdl a madsikat kapjuk. (pl: 5132¢&s
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2997.

2998.
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5231) Léthat6, hogy ha most az 1 helyett visszairjuk az eredetileg szerepld 2-t, akkor a
parok ugyanazt a négyjegyt szamot jelentik. Ezért a képezhetS négyjegyd szamok sza-
ma: 12.

I. megoldds: Valasszunk ki az 6t helyiérték koziil kett6t, és ide irjuk le a két 1-es szadm-
jegyet. A két helyiérték kivalasztasat 10-féleképpen tehetjiik meg. A maradék harom
helyiértékre irjuk le a 2; 3; 5 szdmjegyeket. Ezt 3 - 2 - 1 = 6-féleképpen tehetjiik meg.
Igy a képezhetd otjegyi szamok szama: 10 - 6 = 60.

II. megoldds: Trjunk az egyik 1-es szimjegy helyett 9-est! Az igy kapott 6t szdmjegybdl
5-4-3-2-1=120 otjegyd szdmot képezhetiink. Rendezziik ezeket parba: két szdm
keriiljon parba, ha az 1 és a 9 cseréjével egyikbll a mdsikat kapjuk. (PI: 29 351 és
21 359) Léthat6, hogy ha most a 9-es helyett visszairjuk az eredeti 1-est, akkor a parok
ugyanazt a szdmot jelentik. Igy a képezhetd dtjegy( szamok szama: 60.

Vilasszunk ki a négy helyiérték koziil kettét és irjuk ide a két 3-ast, a masik két
helyiértékre a két 5-ost. Igy annyi négyjegyi szdmot lehet képezni, ahdnyféleképpen a
négy helyiérték koziil kett6t ki lehet valasztani. Ezt 6-féleképpen tehetjiik meg. (Az elsé
helyiérték kivalasztasara 4, a masodikra 3 lehet§ségiink van. Ez dsszesen 12 esetet je-
lentene, de minden helyiérték-part kétszer szamoltunk annak megfelelen, hogy melyi-
ket véalasztottuk ki elészor.) Tehat 6 db négyjegyd szamot képezhetiink.

a) Vilasszuk ki az ot helyiérték koziil kett6t, és a maradék haromra irjuk le az egyes
szamjegyeket. Ezt 10-féleképpen tehetjiik meg. A kivélasztott két helyiértékre a 2 és
3 kétféleképpen irhatd, igy a képezhetd Stjegyd szdmok szdma: 2 - 10 = 20.

b) 3db c) 6db

Jarjunk el a 2995. feladat szerint.
a) 6db b) 3db

a) Az ot helyiérték koziil valasszunk ki kett6t, ide irjuk le a két 2-est, a tobbi hdrom
helyiértékre pedig a hdrom 1-est. Igy annyi 6tjegy szdmot képezhetiink, ahanyféle-
képpen az o6t helyiérték koziil kettSt ki lehet valasztani. (Az elsé helyiérték kivalasz-
tdsdra 5, a masodikra 4 lehetSségiink van. Igy azonban minden helyiérték-pért két-
szer szdmoltunk meg. Tehdt a kivdlasztdsok szdma: 10) Vagyis 10 ilyen otjegyd
szam képezhetd.

b) 3db c) 4db d) 6db
3 db ilyen otjegyi szam képezhetd.

Az els6 négy helyiértékre kell elhelyezni minden lehetséges mdédon az 1; 1; 2; 2 szdm-
jegyeket. Az ilyen hatjegy( szdmok szdma: 6. (Lasd a 2997. a) feladat megoldasat.)
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a) 12 sz6 képezhetG. (Lasd a 2993. feladat megoldasit. frjunk az A betdk helyett 2-t, a
K helyett 3-at, a T helyett pedig 5-6t!)
b) Az AKTA sz6 a 4. helyen 4ll ebben a szétarban.

Ahhoz, hogy a MATEK sz6t kiolvassuk kett6t jobbra és kettt lefelé kell ,lépniink”.
Jeloljiik a jobbra 1épést az 1 szdmjeggyel, a lefelé 1épést a 2 szamjeggyel. Igy minden
egyes kiolvasashoz tartozik egy négyjegyd szam, amely két 1-es és két 2-es szamjegyet
tartalmaz, és forditva: minden ilyen négyjegyi szdmhoz tartozik egy elolvasdsa a MA-
TEK szoénak. Példaul: a 2112 szdmhoz a nyilak szerinti elolvasas tartozik:

M A T

2

A - T — E
2

T E K

Ebbdl kovetkezik, hogy annyiféleképpen olvashaté ki a MATEK szé a tdblazatbol,
ahdny négyjegyid szdm képezhetd az 1; 1; 2; 2 szamjegyekbdl. Ezek szdma 6. (Lasd
2997 a) feladat megoldasat.) Tehat 6-féleképpen olvashat6 ki a MATEK sz6 a tablazat-
bol.

Kovessiik az el6z6 feladat megolddsanak gondolatmenetét! Ahhoz, hogy az ISKOLA
sz6t kiolvassuk a tablazatbdl 3 ,,1épést” jobbra és 2 ,,1épést” lefelé kell megtenni. Jelolje
a jobbra 1épést 1-es szdmjegy, a lefelé 1épést 2-es szamjegy. Igy a tabldzatb6l annyiféle-
képpen olvashaté ki az ISKOLA szd, ahdny otjegytd szdm képezhet$ az 1; 1; 1; 2; 2
szamjegyek felhasznaldsaval. Ezek szdma 10. (Lasd a 2998. feladat a) részének megol-
désat.) Tehat 10-féleképpen olvashato ki a tablazatbdl az ISKOLA sz6.

Az olvasaskor hét 1épést kell tenniink jobbra és kett6t lefelé. Jeloljiink minden jobbra
1épést egy 1-es szdmjeggyel és minden lefelé 1épést egy 2-es szamjeggyel. Igy minden
elolvasashoz egyértelmden hozzarendelhet§ egy kilencjegytd, 7 db 1-es és 2 db 2-es
szdmjegyet tartalmazo szam, és forditva: minden ilyen szdmhoz egyértelmden tartozik a
MATEMATIKA szénak egy elolvasdsa. Pl. az 111211211 szdmhoz a nyilakkal jelolt
kiolvasas:

M > A > T - E M A T I
A
A T E M > A > T I K
\J
T E M A T I > K - A

Igy annyiféleképpen olvashato ki a tiblazatb6l a MATEMATIKA sz6, ahany kilencje-
gyl szam képezhetd az 1; 1; 1; 1; 1; 1; 1; 2; 2 szdmjegyekbdl. Ezeket konnyen Ossze-
szamolhatjuk: Valasszunk ki a kilenc helyiérték koziil kettdt, ide irjuk a két 2-es szdm-
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3006.

3007.

3008.

3009.

3010.

3011.

jegyet, a tobbi helyiértékre pedig az 1-eseket. Tehat annyi ilyen szam képezhetd, ahany-
féleképpen a kilenc helyiérték koziil kettSt ki lehet valasztani. Ezek szdma: 9—28 =36.

Ugyanis az elsét kilencféleképpen, a mdsodikat ezutdn nyolcféleképpen valaszthatjuk.
Ez 9 - 8 lehetdséget jelent, de itt minden helyiérték-part kétszer szamoltunk, hiszen egy-

szer az egyiket, masodszor a masikat valasztottuk ki elséként. Osszefoglalva: a MA-
TEMATIKA sz6 36-féleképpen olvashat6 ki a tdbldzatbdl.

(A feladat szovege ,,1-es €s 2-es” szamjegyeket ir. Ez azt jelenti, hogy mind a két
szamjegynek szerepelni kell a négyjegyd szimban.)

1112; 1121; 1211; 2111; 1122; 1212; 1221; 2112; 2121; 2211; 1222; 2122;
2212; 2221

Ezek szama tehat 14.

a) Az elsé helyiértékre barmelyik szdmjegy irhatd, ez 3 lehet6ség. Ha valamelyiket le-
irtuk, akkor a méasodik helyiértékre is 3 lehet&ségiink van, igy az els6 két helyiérték
kitoltésére 3 - 3 lehetdség addodik. Ha az elsd két helyiértékre leirtunk egy-egy

szdmjegyet, akkor a harmadikra hiromféle szamjegy keriilhet. Igy a képezhetd ha-
romjegyd szamok szdma:3 - 3 - 3 = 27.

b) 3-2-1=6 ilyen szdm van, hiszen ennyiféleképpen rendezhetjiik sorba a hirom
szamjegyet.

c) Osszesen 27 ilyen szdmot képezhetiink. Ebbdl 6 olyan van, amely mind a harom je-

gyet tartalmazza, és 3 olyan, amelynek minden szamjegye ugyanaz. igy az olyan
szamokbdl, amelyeknek pontosan két szamjegye egyenls: 27 — 6 —3 = 18 db van.

d) 3ilyen szam van.
a) 4-3-2=24 b) 4-4-4=64
a) 4-3=12 b) 4-4=16

a) A péros szdmok szdma: 2 - 4 = 8, a paratlanoké: 3 - 4 =12

b) A paros szdmok szdma: 2 - 5 = 10, a paratlanoké: 3 - 5 = 15.

a) 5 pératlan szdmjegy van, koziiliikk barmelyik keriilhet az els6 helyiértékre, ez 5 le-
het&ség. Ha valamelyiket leirtuk, akkor a mésodik helyiértékre szintén 5-féle szam-
jegyet frhatunk. fgy osszesen 5 - 5 = 25 ilyen kétjegy( szamot képezhetiink.

b) 5-4 =20 ilyen kétjegyd szdm van, hiszen ha az elsé helyiértéket mar kitoltottiik,
akkor az ide irt szdmjegy nem szerepelhet a madsodik helyiértéken.

a) 5 péros szdmjegy van. Az elsG helyiértéken nem szerepelhet a 0, igy 4 lehetdségilink
van a vdlasztasra. Ha valamelyik jegyet ide leirtuk, akkor a masodik helyiértékre
mar barmelyik szamjegy keriilhet. Igy az ilyen kétjegyt szdmok szdma: 4 - 5 = 20.
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b)

4 - 4 =16 ilyen kétjegy(l szam taldlhatd, hiszen az els helyiértéken nem szerepelhet

a 0, ill. a masodik helyiértékre nem keriilhet a mar elsdre leirt szamjegy.

8888; 8889; 8898; 8988; 9888; 8989; 9889; 9898

a)

b)

c)

d)

b)

a)
a)

b)

Béarmely dobdsnak hat kiilonb6z6 kimenetele lehet, igy minden esetben 6-féle
szdmjegyet frhatunk le. Igy a kisérletnek 6 - 6 - 6 = 216 kimenetele lehet.

Szamoljuk meg azokat a kimeneteleket, amelyekben nincs hatos dobds. Ekkor min-
den dobaskor otféle eredmény sziilethet, igy ezen kimenetelek szdma:
5-5-5=125. Mivel 0sszesen 216-féle eredmény sziilethet, ezért azon kisérletek
szdma, amelyekben legaldbb egy hatos van: 216 — 125 =91.

Ekkor minden dobdsra harom lehet&ség adddik (4; 5; 6), igy a kisérlet kimenetelei-
nek szdma: 3 - 3 - 3 =27.

A dobott szamok kozott harom primszam adédhat: 2; 3; 5. Igy azon kimenetelek
szama, amelyekben minden dobds primszam: 3 - 3 - 3 = 27.

A felsé csikot barmelyik szinnel szinezhetjiik, ez négy lehetGség. Ezutdn a masik
csik szinezésére csak harom lehet&ség marad, hiszen az nem lehet az els§ csikkal
egyezd szin. A lehet8ségek szdma tehdt: 4 - 3 = 12.

Az a) rész alapjan a fels6 két csik szinezését 12-féleképpen végezhetjiik el. Ezutdn
az alsé csik szinét haromféleképpen valaszthatjuk meg, hiszen ennek szine nem
egyezhet meg a k6zépsd szinével. A készithetS zaszlok szama tehat: 12 - 3 = 36.

A b) rész szerint a felsé harom csik szinét 36-féleképpen valaszthatjuk ki. Ezutdn a

negyedik csik szinének kivalasztdsara 3 lehetGségiink van, hiszen az nem egyezhet
meg a foltte 16v6 szinével. Igy a készithetS zaszIok szama: 36 - 3 = 108.

3-2-1=6 b) 4-3-2=24 c) 5-4-3=60 d) 10-9-8=720

Az elsé targyat barkinek odaadhatjuk, ez 10 lehet&ség. ha valaki megkapta az elsd
targyat, akkor a masodikat mar csak kilenc tanulénak adhatjuk, ez 9 lehetdség. Te-
hat az elsd két targy szétosztasara 9 - 10 lehet8ség van. Ha az elsé két targy gazdara
talalt, akkor a harmadikat mér csak 8 tanulé valamelyikének adhatjuk. fgy a kiosztd-
sok szdma: 10 - 9 - 8 =720.

Az el6z6 esethez képest annyi a kiilonbség, hogy minden targy kiosztdsdnal 10 le-
hetségiink van. Igy az esetek szdama: 10 - 10 - 10 = 1000.

Béarmely targy sorsoldsdndl annyi lehetdségiink van, mint ahdny ember van a tarsasig-

ban. Igy a sorsolds kimeneteleinek szdma:

a)
c)

a)

3-3-3-3=81 b) 4-4-4-4=256
5-5-5-5=625 d) 10-10-10-10=10 000
3-3-3-3=81
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b) Ha minden tanulé kap legaldbb egy targyat, akkor egy tanul6 2 targyat, a tobbiek
egy-egy targyat kapnak. Adjunk az egyik tanulénak két targyat. Ezt 3 -6 =18-
féleképpen tehetjiik meg, hiszen ez barmelyik tanuld lehet, ez 3 eset, illetve a 4
targy koziil a neki adott 2 targyat 6-féleképpen vélaszthatjuk ki. Ezutdn a maradék

két targyat a két tanul6 kozott kétféleképpen oszthatjuk el. fgy a lehetGségek szama:
18 -2 =36.

28 -27-26=19 656

a) 9 dbilyen szam van. (111; 222; ...; 999)

c) Az els6 helyiértékre nem keriilhet 0, {gy ide 9-féleképpen irhatunk szdmjegyet. Ez-
utdn a mdsodik helyiértékre nem keriilhet az elsére irt jegy, igy erre 9 lehetdség
adddik. Ha az els6 két helyiértékre mar irtunk szdmjegyet, akkor a harmadikra csak
8 lehetségiink van. Igy a képezhetd szdmok szdma: 9 - 9 - 8 = 648,

b) Osszesen 9 - 10 - 10 = 900 db haromjegyti szam van. Igy a két kiilonbozG szamje-
gyet tartalmazok szama: 900 — 9 — 648 = 243.

6-5-4=120
2.3.3.3=54

a) 5-5-5-5=625

b) Szamoljuk meg azokat a szdmokat, amelyekben nincs benne az 1-es szdmjegy! Ek-
kor minden helyiértékre négyféle szamjegy koziil valaszthatunk, igy az ilyen szé-
mok szdma: 4 -4 -4 -4 =256. Tehit az 1-es szdmjegy 625 —256 =369 szdmban
fordul el8.

Az elsé helyiértéken nem allhat nulla, az utolsé helyiértéken pedig nem dllhat 1. Igy a

képezhet$ szamok szdma: 2 -3 -3 -3 -2 =108.

a) 2-2-2.-2-2=32

b) Azok a szamok lesznek néggyel oszthatok koziiliik, amelyek 12-re végzddnek. Ezek
szdma: 2 - 2 - 2 = 8. (Hiszen az els§ harom helyiértékre barmelyik szdmjegy keriil-
het.)

¢) Egy szdm akkor oszthaté 3-mal, ha a szam jegyeinek Osszege oszthaté 3-mal. Igy
csak az 1; 1; 1; 1; 2 és az 1; 2; 2; 2; 2 jegyekbdl képezett szamok lesznek 3-mal
oszthatéak. Ezek szama: 10.

a) Az elsG helyiértéken nem éllhat 0, az utolsé helyiértéken nem éllhat 1. Igy az ilyen
szamok szdma: 2 -3 -3-3-3 .2 =324

b) Az els6 helyiértéken nem allhat 0, az utolsé helyiértéken csak az 1 dllhat. gy az
ilyen szdmok szdma: 2 -3-3-3-3-1=162.
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c) A képezett szamok csak akkor lesznek néggyel oszthatdk, ha végzddésiik: 00; 20
vagy 12. Ezek szdma: 2 -3 -3 -3 -3 =162.

Egy szam akkor oszthat6 6-tal, ha paros és a szdmjegyeinek osszege oszthaté 3-mal. Igy

az a) feladatban csak a 4; 4; 5; 5 jegyekbdl képezett paros szamok felelnek meg. A ké-

pezhetd szamok szdma 3.

b) Ebben az esetben a 4; 5; 5; 5; 5 vagy a 4; 4; 4; 4; 5 szamjegyekbdl képezett paros
szamok felelnek meg. Ezek szdma: 1 + 4 =5.

6-5-4-3=360ilyen négyjegyld szdm képezhetS. Ezek koziil: 4 - 3 = 12 kezdddik 65-
tel.

A gondolt szim minden szdmjegye 2 vagy 3. Igy a kovetkezs szdmokra gondolhattunk:
222; 223; 232; 322; 233; 323; 332; 333

A gondolt szdm minden jegye 8 vagy 9. Igy hdrom kérdés feltételével biztosan kital4l-
hat6 a gondolt szam. (Ezek a kérdések példaul:

1. Azels6 jegy 9-es?

2. A masodik jegy 9-es?

3. A harmadik jegy 9-es?)

Ilyen szamok: 20; 31; 42; 53; 64; 75; 86; 97; 13; 24; 35; 46; 57; 68; 79. Ezek szama 15.
Igy négy kérdéssel biztosan kitalalhaté a gondolt szdm.
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Minden olyan haromjegyd szadm elGéllhat, amit az 1; 2; 3; 4; 5; 6 szamjegyekbdl (egy-
egy jegyet csak egyszer haszndlva) képezhetiink. Ezek szdma: 6 - 5 - 4 = 120.

a) Az utols6 dobds eredménye csak a 2; 4; 6 valamelyike lehet, az els6 hdrom dobds
eredménye tetszéleges. Igy a kimetelek szdma: 6 - 6 - 6 - 3 = 648.

b) 4-gyel oszthaté szam akkor keletkezik, ha az utols6 két dobds eredményének egy-
mds utdn torténd leirdsaval kapott kétjegy( szdm oszthaté 4-gyel. Az ilyen kimene-
telek: 12; 16; 24; 32; 36; 44; 52; 56; 64. Ezek szama 9. Az els6 két dobds eredmé-

nye tetszéleges lehet. Igy a 4-gyel oszthaté négyjegyl szdmok szdma:
6-6-9=324.

a) A 4 csak ugy adédhat 6sszegként, ha kétszer 1-et, egyszer pedig 2-t dobunk. Mivel a
kettes eredmény barmelyik dobds lehet, ezért a lehetGségek szama 3.

b) Az 5 harom eredmény Osszegeként 1 + 1 + 3 vagy 1 + 2 + 2 formdjdban allhat eld.
Itt mind a két lehetGség 3-3-féleképpen keletkezhet attél fliggen, hogy a 3-at illetve
a 1-et melyik dobésnél kaptuk. Igy a lehetGségek szama 6.

c) Ha a dobdsok sorrendjét nem vessziik figyelembe, akkor a 9-et hatféleképpen kap-
hatjuk meg Osszegként: 1 +2+6; 1+3+5; 1+4+4; 2+2+5;, 2+3+4;
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303s.

3036.

3037.

3038.

3039.

3 + 3 + 3. Ha a dobdsok sorrendjére is tekintettel vagyunk, akkor a harom kiilonbo-
z§ szambol all6 Osszegek 6-féleképpen, a két kiilonbozs szambdl allé Gsszegek 3-
féleképpen adddhattak, igy a lehetGségek szdma: 6 + 6 +3 +3 ++ 6+ 1 =25.

d) A 16 0sszegként 6 + 6 + 4 vagy 6 + 5 + 5 formdban kaphaté meg. Itt mindkét lehe-
téség 3-féleképpen keletkezhet, igy Gsszesen 6 esetben lehet a szamok Osszege 16.

Minden dobés eredménye vagy 1, vagy 3, vagy 5. Mivel egy szdm pontosan akkor
oszthat6 3-mal, ha a szdmjegyek Osszege is oszthaté 3-mal, ezért a hdrom eredmény
Osszegének 3-mal oszthaténak kell lenni. Ez ugy adédhat, ha mindhdrom dobds ered-
ménye ugyanaz a szdm, vagy ha mindharom dobds kiilonbozs. Igy az egyes dobasok
eredménye a kovetkezd lehetett:

(15 1515 (353:3); (555:5); (15:3:5); (155:3); (35 155); (355; 15 (55 153); (553, 1)

Egy egész szam pontosan akkor oszthaté 9-cel, ha a szdmjegyeinek 0sszege is oszthatd

9-cel.

a) Az el6zbek alapjan 9-cel oszthatd szdmot csak gy kaphatunk, ha 4 db 4-es és 4 db
5-0s szdmjegyet haszndlunk a nyolcjegyld szdm képzésénél. Tehdt annyi ilyen
nyolcjegyi szamot képezhetiink, ahanyféleképpen a 8 helyiérték koziil kivalaszthatd

8)=70db.

az a 4, ahova a 4-est irjuk. Ezek szdma ( 4

b) Kilencjegyl 9-cel oszthaté szdmot csak akkor kapunk, ha minden szamjegy 4-es
vagy minden szdmjegy 5-6s. Igy ezek szdma 2 db.

Egy jelbdl 4ll6 morzejel 2 db van: —; - Két jelbdl 4ll6 morzejel 4 db van, hiszen mindkét

jelet kétféleképpen valaszthatjuk meg. Hasonléan: hiarom jelb6l 4ll6 morzejel
2-2-2=28db van, négy jelbdl 4ll6 morzejel 2-2-2-2=16db van, 6t jelbsl 4ll6
morzejel 2 -2 -2 -2 -2=32db van. Igy a morzejelek szdma: 2 + 4 + 8 + 16 + 32 = 62.

A feladat megoldaséanal eltekintiink att6l, hogy bizonyos telefonszamok (pl. a csupa 0

szdmjegyet tartalmazd) a valdsdgban nem léteznek.

a) Barmely jegy 10-féleképpen alakulhat, igy a vonalak szdma: 10 - 10 - 10 = 1000.

b) A vonalak szdma: 10-10- 10 - 10 =10 000, hiszen barmely jegyet 10-féleképpen
vélaszthatunk ki.

c) Ebben az esetben a lehetséges vonalak szama: 10 - 10-10- 10 - 10 =100 000, hi-
szen minden jegyet 10-féleképpen lehet kijelolni.

Megjegyzés: Az el6z6ek alapjan kovetkezik, hogy n jegy( telefonszdmok esetén a tele-

fonvonalak szdma legfeljebb 10"

a) Ha egy négyjegyd tiikorszam elsd két jegyét megadtam, akkor a szdmot egyértelmi-
en meghataroztam, hiszen az utolsé két szamjegy az els6 két jegy forditott sorrend-
ben torténd leirasdval adédik. Igy annyi négyjegy( tiikorszamot képezhetiink az 1;
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3040.

3041.

3042.
3043.
3044.

3045.

3046.

282

2; 3 szamjegyek felhaszndldsdval, mint ahdny kétjegyl szdmot. Ezek szdma:
3 -3 =09, hiszen mindkét helyiértékre barmelyik szdmjegy kertilhet.

b) Az a) rész alapjan annyi négyjegy( tiikorszam van, ahdny kétjegyd szam. gy ezek
szama 90 db.

c) Egy otjegyd tiikorszdmot egyértelmtien megadunk, ha megadjuk az els6 hirom
szdmjegyét. Igy annyi dtjegy tiikorszam képezhetd az 1; 2; 3 szamjegyekbdl, ahdny
haromjegy( szam. Igy ezek szdma 3 - 3 - 3 = 27, hiszen barmelyik helyiértékre bar-
mely szamjegyet irhatjuk.

d) Annyi otjegy( tiikorszam képezhetd, ahdny haromjegyd szam. Igy ezek szdma:
900 db.

Pistanak igaza van, hiszen annyi hatjegy( tiikorszdm van, ahdny haromjegy( szam, ill.
annyi hétjegy tiikorszdm van, hadny négyjegy szdm. Ezek szdma: 900 ill. 9000.
a) 2-2-2-2=16
b) Az 0sszeg képzésekor minden szdmjegy minden helyiértéken annyiszor szerepel,
ahanyféleképpen a maradék harom helyiértékre lefrhatjuk a szdmjegyeket. Ez éppen
2.2 -2 =8-féle eset. Igy az osszeg:
8- (1+2)-1000+8-(1+2)-100+8-(1+2)-10+8-(1+2)=
=8-(1+2) 1111 =26 664.
3.6=18-féle
3.6-6=108-féle
a) 7-6-5-4-3=2520

b) Szamoljuk meg azokat az otjegyd szadmokat, amelyekben nincs benne az 1-es
szamjegy! Ezek szdma: 6-5-4 -3 -2 =1440. Igy az a) rész alapjan azok szdma,
amelyekben benne van az 1-es: 2520 — 1440 = 1080 db.

a) Els6re nem hizhatunk 0-t, igy a lehet8ségek szdma: 4 - 4 - 3 = 48.

b) Els6re nem huzhatunk O-t, és utolséra paratlan szamjegyet. Ha az utolsé jegy 0, ak-
kor a szdmok szdma: 4 - 3 = 12. Ha az utolsé jegy 2 vagy 4, akkor a szdmok szdma
3-3=9. Igy osszesen 12 +9 + 9 = 30-féleképpen kaphatunk hdromjegyi péros
szamot.

a) 6-5-4=120-féleképpen.
b) 2 -5 -4 =40-féleképpen.
c) Azoknak a sorrendeknek a szdma, amikor Anna nincs a helyezettek kozott

5-4-3=60. Igy azon esetek szdma, amikor Anna a helyezettek kozott van (az a)
rész alapjan): 120 — 60 = 60.
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3047.

3048.

3049.

a) Ha a kihuzott legkisebb szdm nagyobb 5-nél, akkor minden hizédsndl a 6; 7; 8; 9; 10
szdmok valamelyikét hiizzuk. Igy a lehetGségek szdma: 5 -5-5-5 -5 =3125.

b) Szamoljuk meg, hogy hany esetben lesz a kihizott legkisebb szdm 6-nél nagyobb!
Ekkor minden hizdsnal a 7; 8; 9; 10 szamok valamelyikét hizzuk, igy az esetek
szama: 4 -4 -4-4-4=1024. Ezutin (az a) rész eredményét felhasznilva) azon
esetek szdma, amikor a legkisebb kihtizott szdm a 6: 3125 — 1024 = 2101.

a) 20 - 19 - 18 = 6840-féleképpen.
b) 20 -20 - 20 = 8000-féleképpen.
¢) Azon esetek szdma, amikor egy tanulé 3 targyat kap 20. gy, ha egy tanul6 legfel-

jebb 2 targyat kaphat a lehetséges elosztisok szdma a b) rész alapjan:
8000 — 20 = 7980.

[rjuk le minden betii helyére, hogy hanyféleképpen juthatunk el az elolvasis sordn az
illets bettihdz! Eszrevehetjiik, hogy minden bettihdz annyiféleképpen juthatunk el, mint
a folotte és balra mellette taldlhaté szdmok Osszege. (Ha valamelyik hidnyzik, akkor
csak a masik.) Az igy kapott szamtdblazat:

P
BN B S R
@)

gy a TANUL sz6t 6sszesen 1 +4 + 6 +4 + 1 = 16-féleképpen olvashatjuk ki a tdbla-
zatbol.

II. megoldds: Az olvasasndl 4 1épést kell tenniink. Helyettesitsiink minden 1épést a J ill.
L betiikkel aszerint, hogy abban a 1épésben jobbra vagy lefelé haladtunk. Igy a J és L
betlikbél allé négybetls ,,szavakhoz” jutottunk. Konnyen atgondolhat6, hogy minden

egyes elolvasdsnak megfelel egy ilyen ,,sz6”, illetve minden ilyen ,,sz6” egyértelmiien
megad egy elolvasast. Példaul a JLJJ sz6 a kovetkezd kiolvasdst hatdrozza meg:

T - A N U L
l

A N - U —- L

N U L

U L

L
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3051.
3052.

3053.

3054.

3055.

3056.

3057.

3058.

3059.

3060. a

3061.
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Igy annyi elolvasdsi lehetSség van, ahdny ilyen négybetis sz6 képezhetd. Ezek szama,
mivel minden betit kétféleképpen véalaszthatunk meg: 2 - 2 -2 - 2 = 16.

Kovessiik a 3049. feladat megolddsanak gondolatmenetét! A kiolvasasok szdma: 32.

Kovessiik a 3049. feladat megoldasanak gondolatmenetét! A kiolvasdsok szdma: 64.

a) 900 000 b) 9-9-9-9-9.9=531441
¢) A nulla nem keriilhet az els6 helyiértékre, igy 5-féle lehetGségiink van a leirdséra.

A t5bbi helyiértékre a tobbi 9 szdmjegy barmelyike keriilhet. Igy az esetek szdma:
5:-9-9.9-9.9=2095245.

9-10-10- 10 =9000
a) Barmely két pont kiilonboz6 egyenest hatdroz meg. Igy az esetek szama: (g) =15.

b) Barmely harom pont kiilonb6z4 haromszoget hatiroz meg, igy a hdromszogek sza-

ma: (g) =20.

Annyi kézfogds tortént, ahdnyféle médon az 6t ember koziil kettd kivalaszthat6. Ez

5} 54
(3)-24 0.
a) Egyelem( 4 db, kételemi 6 db, haromelemt 4 db.
b) 5;10;10;5 c) 6;15;20;15;6

{1 {1 (28 {3 {1; 25 {15 3)5 {25 3); {1;2; 3}

A 3057. feladat megolddsdban leirt halmazok, és még azok, amelyek az el6z6 halma-
zokbol ugy keletkeznek, hogy mindegyikhez hozzavessziik a 4-et.

(8) = 8—27 =28 mérkbzésre keriilt sor.

2
43 5\ 54 6) 65
()—7— w350 o (55
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3062.

3063.

3064.

3065.

3066.

3067.

3068.

3069.

8) 8.7
HE
Barmely két egyenesnek legfeljebb 1 metszéspontja lehet, igy a valaszok:

3 4\ 43 5\ 5-4
”@F3 ”@%iﬂ ”@}Sﬂw

0 (9)-100 s

Az 1; 2; ...; 21 szamok koziil két kiilonbozot (ZZIJ = 21—220 =210 -féleképpen lehet ki-

valasztani. Igy 210 db szelvény megfeleld kitoltésével elérhetS, hogy biztosan legyen
telitaldlatos™ szelvényiink.
45) _45.44

Az 1; 2; ...; 45 szamok koziil két kiilonbozGt ( ) T =990 -féleképpen lehet ki-

vélasztani. Ha tehdt 990 db szelvényt kiilonboz6 mddon kitdltenek, akkor nem lehet
olyan szampart taldlni, amely ne szerepelne valamelyik szelvényen. gy PICURKA or-
szagnak legfeljebb 989 lakosa van.

9) 9-8
(o)
Annyi tizjegyl szdm képezhetd, ahdnyféleképpen a tiz helyiérték koziil kivalaszthatd
. 10-9 .
ketts, ahovd a 2 db 2-es szdmjegy keriil. Ez (120 ) = — =45 szamot jelent.

(n-3)

Egy n oldalu konvex sokszognek (n = 4) n atléja van. Ugyanis minden cstcsbol

(n—3) db atlé indul ki, hiszen nem indul atlé a két szomszédhoz. fgy n(n —3) vég-

pontja van a sokszog atldinak. Mivel minden atlé két cstcsot kot 6ssze (két végpontja

n(n-3)
2

van), ezért az 4tlok szdma db. Ez alapjan a valaszok:

a) 2 b) 5 c) 9 d) 170
Legyen a tarsasag tagjainak szama x. Ekkor mindenki (x — 1) emberrel fog kezet, igy

x(x-1)
2

osszesen

kézfogasra kertil sor. (Ugyanis egy kézfogashoz két ember tartozik.)

x(x—1)
2

Igy feladatunk szerint: =21. Innen: x(x — 1) =42, tehdt x =7. A tarsasdgnak

tehat 7 tagja van.
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3072.

3073.

3074.

3075.

3076.

3077.

3078.

3079.
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Legyen a csapatok szdma x. Minden csapat (x — 1) csapattal jatszott, igy az 0sszes mér-

-1 . . .
kézések szama: x(x2 ) . (Hiszen minden mérk6zéshez két csapat tartozik.) A feladat
.ox(x=1 , . .
szerint: ——— = 28. Innen: x(x — 1) = 56, azaz: x = 8. Tehdt a bajnoksagban 8 csapat
szerepelt.

Legyen az egyenesek szama x. Ekkor minden egyenesen (x — 1) metszéspont alakul ki,

x(x-1)

igy az Osszes metszéspontok szdma: — (Hiszen egy metszéspont két egyenesen

x(x—1)
2

is rajta van.) A feladat szerint: =15, innen x(x — 1) = 30, azaz x = 6. Tehat 6

egyenest rajzoltunk a papirlapra.

Egy n oldald konvex sokszognek atléja van. (Lasd a 3068. feladat megolda-

n(n-3)
2

(n-3)

sat!) A feladat feltételei szerint: " =77 . Innen: n(n — 3) = 154, azaz: n = 14. Te-

hat a sokszog 14 oldald.

6) 65 P
(2) = = 15 -féleképpen.

kételemi részhalmaza van. A feladat feltételei

n]_ n(n—1)
2

Egy n elemd halmaznak (2

-1
szerint n(n2 ) =36, igy: n(n — 1) = 72. Innen kapjuk, hogy n = 9. Tehét a halmaznak
9 eleme van.
6) 6-5-4 5) 5-4

5.4
(g) = % =20 -féleképpen.

Dt e ol a ()
)-s

(Lasd a 3002., 3003., 3004. feladatok megoldasat.)

ofre 0 o[
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3080.

3081.

3082.

3083.

3084.

3085.

3086. a

3087.

3088.

9)m
B

Annyi kiilonb6z8 sorrendben huzhatjuk ki a hét golyét, ahdnyféleképpen a hét hiizés
koziil kivalaszthatjuk azt a harmat, amelyben piros golyét hizunk. Az ilyen hiizdsok

4 . 7 p—
szama: (3) =35.

Az els6 szamjegy csak 1-es lehet. A tovédbbi hét helyiérték koziil ki kell jeldlni azt a

7) =35 -féleképpen tehetjiik

harmat, ahova a tobbi 1-es szamjegyet irjuk. Ezt 6sszesen (3

meg, tehét 35 ilyen nyolcjegyl szamot képezhetiink.

Rakjuk le az 6t piros golyot egymds utdn! Ekkor a fehér golydk vagy az 6t goly6 elé,
vagy a piros golydk kozé, vagy a piros golydk utdn keriilhetnek. Ez 6 helyet jelent a fe-
hér golydk elhelyezésére, tigy hogy egy helyre legfeljebb egy fehér goly6 keriilhet. Igy

a keresett sorrendek szama: (g) =15.

A 3084. feladat megolddsanak gondolatmenete alapjan a sorrendek szama: (g) =20.

=43949 268
5 2.3.4.5

b) (45]_ 45-44-43-42-41-40
6 2.3.4.5-6

) (90]_ 90-89-88-87-86

=8 145 060

Egy n elem( halmaznak Gsszesen 2" db részhalmaza van. Ezt igazolhatjuk a kovetkezd
médon: Irjuk le valamilyen sorrendben a halmaz elemeit. Ezek utdn egy tetszéleges
részhalmazhoz hozzarendelhetiink egy n betls ,,sz6t” a kovetkez&képpen:legyen a
,,820” elsd betije I, ha a sorban els6ként leirt elem szerepel a részhalmazban, és legyen
az elsé betd N, ha nem szerepel a részhalmazban. Hasonl6an keletkezik a ,,sz6” maso-
dik betdje a masodikként leirt elemmel kapcsolatban, a harmadik betdi a harmadikként
leirt elemmel kapcsolatban, stb. fgy minden részhalmazhoz kiilonbozé ,,szot” rendel-
tiink és forditva, minden az I és N betiikbdl 4ll6 ,,sz6” kijelol egy részhalmazt. Igy any-
nyi részhalmaz van, ahany ilyen n betibdél all6 ,,5z6” képezhets. Ezek szama pedig ép-

pen 2" db. Az el6zGek alapjan a feladat kérdéseire a kovetkezdk a valaszok:
a) 4 b) 8 c) 16 d) 32

A 9 szam koziil kell 2; 3; ill. 4 mez&t kilyukasztani, igy a beéllitdsok szdma:
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3090.

3091.
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a) (gj=36 b) @)=84 c) (Zj=126

Az 6t fordul6 utdn 4 pontot kétféle mddon érhetett el a versenyzé:
a) az egyik forduléban kikapott a tobbiben gydzott,
b) két forduléban dontetlent ért el, a tobbiben gy6zott.

Mivel az elért eredmények sorrendjére is tekintettel vagyunk, ezért a versenyz$ az

eredményét: 5+ G) =5410 =15 -féle sorrendben érhette el.

Ha az eredmények elérésének sorrendjét nem vessziik figyelembe, akkor a versenyzd a
4 pontot haromféle mdédon szerezhette meg:

a) 4 forduléban gydzott, kettGben kikapott,
b) 2 forduldban gy6zott, 4 forduléban dontetlent ért el,
c) 3 forduléban gy6zott, 2 forduléban dontetlent ért el, egy forduléban kikapott.

Ha az eredmények elérésének sorrendjére is tekintettel vagyunk, akkor az a) esetben

(g) =15, a b) esetben (g) =15, a c¢) esetben 6(;) = 60 -féle sorrendben érhette el az

eredményeket, igy osszesen 15 + 15 + 60 = 90-féleképpen szerezhette meg a 4 pontot.

Vizsgédljuk meg Andrds szempontjabdl, hogy milyen médon érhette el a 2,5 pontos tel-
jesitményt! Erre harom lehet&ség adodik:

a) Kétszer gy6zott, kétszer vesztett és egy parti dontetlen lett.
b) Egyszer gy6zott, egyszer vesztett és harom parti dontetlen lett.
¢) Mind az 6t parti dontetlen lett.

Vegyiik ezutan figyelembe az eredmények elérésének sorrendjét is!

a) Az eredmény 5(§] =30 -féleképpen kovetkezhetett be, hiszen barmelyik jatszma

végzddhetett dontetlenre, a maradék 4 jatszma koziil pedig (g) -féleképpen vilaszt-

haté ki az a kettS, amelyekben gy6zott.

b) Az eredmény 5 - 4 =20-féleképpen kovetkezhetett be, hiszen barmelyik jatszmat
megnyerhette, ill. a maradék 4 jatszma koziil barmelyiket elveszithette.

c) Az eredmény csak egyféle médon adédhat.

Osszefoglalva: az eredmény 30 + 20 + 1 = 51-féle médon alakulhatott ki.

Legyen a haromféle helyezés els6, masodik, harmadik. Vizsgaljuk el8szor azt, hogy
hanyféleképpen lehet két els§ helyezettje a versenynek! A négy versenyzé koziil bar-
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3093.

3094.

3095.

3096.

3097.

melyik kettd lehetett elsd, ez (4

2) =6 eset. Ezutdn a mdsik két versenyzé kétféleképpen

kovetkezhet, igy a sorrendek szdma: 6-2=12. Konnyen végiggondolhatd, hogy
ugyanennyi sorrend adédik akkor is, ha két masodik, vagy ha két harmadik helyezettje
van a versenynek. Igy a magasugré versenynek 36-féle eredménye lehet.

Az elsd sorban tetszdleges sorrendben helyezhetdk el a szinek, ez 3 - 2 - 1 = 6 esetet je-
lent. Ezutan a masodik sort mér csak kétféleképpen szinezhetjiik, végiil a harmadik sor
szinezése egyértelmd. fgy osszesen 12-féleképpen szinezhetd ki a tdblazat.

Csak a pozitiv oszték szamat hatdrozzuk meg!

a) Azoszték: 1,2, 3,5, 6, 10, 15, 30; tehat 8 osztdja van a szamnak.

b) Az osztdk: 1,2, 3,4, 6, 12; tehét 6 osztdja van a szdmnak.

c) Az oszték: 1, 2, 4, 8; tehat 4 osztdja van a szamnak.

d) Az osztok: 1,2, 3,5,7,6, 10, 14, 15, 21, 35, 30, 42, 70, 105, 210; tehat 16 osztéja
van a szdmnak.

e) Azosztok: 1,2,3,5,4,6, 10, 12, 20, 15, 30, 60; tehat 12 osztdja van a szdmnak.

f) Az osztok: 1, 2, 3,4, 6, 8, 12, 24; tehat 8 osztdja van a szdmnak.

g) Azosztok: 1,2,3,4,6,9, 12, 18, 36; tehat 9 osztdja van a szdmnak.

a) Az osztok szama rendre: 2; 3;4; 5, 6; 7.

b) Az oszték szama rendre: 4; 6; 8; 10; 12; 14.

¢) Az osztok szama rendre: 6; 9; 12; 15; 18; 21.

d) Az oszték szama rendre: 8; 12; 16; 20; 24; 28.

Megjegyzés: Altaldban igaz, hogy ha egy pozitiv egész szam primtényezSs felbontasa
pf‘ -pfz ~p§" (ahol py; py; ...; p, primszdmok; k ; k,; ...; k, pozitiv egészek), akkor a
pozitiv oszték szdma: (k, + 1) - (k, + 1) - ... - (k, + 1).

a) 540 =22-33.5! igy a pozitiv oszték szdma: (2 + 1)(3 + 1)(1 + 1) = 24.
b) 2730 =2"-3".5". 13!, {gy az oszték szdma: (1 + 1)° = 32.

Egy paros szdmnak legaldbb annyi pdros oszt6ja van, mint ahdny paratlan. Ugyanis
barmely paratlan osztdjat 2-vel szorozva a szdm egy paros osztdjahoz jutunk, hiszen a
kettd biztosan osztdja a paros szdmnak. Ha a paros szdm primtényezds felbontasaban a
2 tobbszor is eldfordul, akkor a paros oszték szdma a nagyobb, hiszen ekkor van olyan
paros osztéja, amely nem egy pdratlan oszté kétszeresével keletkezik (4). Ezek alapjan
elegendd a szaimok primtényezds felbontdsaban a kettesek szamat meghatdrozni.

a) 30=2-3 -5, ugyanannyi paros, mint amennyi pdratlan osztdja van.

b) 180 =22-32.5, a pdros oszték szdma tSbb.
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c) 210=2-3 -5 -7, ugyanannyi paros, mint amennyi paratlan osztéja van.
d) 360 =2%-32.5, apéros oszték szdma tSbb.

e) 324 =2%. 3% apéros osztk szdma tobb.

a) 48 =3-2* A 48 azon oszt6i nem oszthatSk 4-gyel, amelyek oszt6i a 3 - 2 = 6-nak.
Ezek szdma 4.

b) 120=5-3-23. A 120 azon oszt6i nem oszthaték 4-gyel, amelyek oszt6i az 5 - 3 - 2-
nek. Ezek szdma 8.

¢) Azok az oszték nem oszthatSk 15-tel, amelyek oszt6i a 2% - 3%-nek vagy 22 - 5-nek.
ezek szama 9, ill. 6, de itt kétszer szamoltuk a 22 osztéit. gy a 15-tel nem oszthaté
osztok szdma: 9 + 6 —3 = 12.
1. megoldds: Az 6sszes osztok szama 3 - 3 - 2 = 18. Ezek koziik azok oszthatok 15-
tel, amelyek a 2° - 3 valamelyik oszt6janak 15-szorosei. Ezek szdma 3 - 2 = 6. Tehét
a 15-tel nem oszthat6 osztok szdma 18 — 6 = 12.

a) 1-2-3-4.5.6-7-8=1-2-3-2-2-5-2-3.7-2.2.2=2".32.5.7. Tehat
27-nel oszthat6 a szorzat.

Ha a pozitiv egész szdmok szorzatat vizsgaljuk, akkor minden mdsodik szdmban van

kettes primtényezS, minden negyedik szdmban két kettes primtényezS, minden nyolca-

dik szamban 3 kettes primtényezd, ... stb. Ezek alapjan a kettes primtényezdk szdma az

egyes feladatokban:

b) 7+3+1=11.1gy aszorzat 2''-nel oszthaté.

¢) 15+7+3+1=26. Igy a szorzat 2?°-nal oszthato.

d) 50 +25+ 12+ 6+ 3 + 1 =97. Igy a szorzat 2°"-nel oszthato.

242

Ha az x; y; z szdmok sorrendjétdl eltekintiink, akkor harom megold4s taldlhato:

111 1 1 1 1 1 1
333 2 3 6 2 4 4
Ha a szamok sorrendjére is tekintettel vagyunk, akkor a megolddsok szdma:

1+6+3=10.

Az els6 1épcséfokra csak egyféleképpen juthatunk fel, a masodikra mar kétféleképpen.
Ezutin minden egyes lépcsSfokra a megel6z6rSl vagy az azt megel6z6rdl 1éphetiink.
Igy a feljutisok szama megegyezik a megel6zS két lépcsdfokra valé feljutasok szama-

nak Osszegével. Ezek alapjan a valaszok:

a) 1+2=3 b) 2+3=5 c) 3+5=8 d) 5+8=13

e) Folytatva az el6z6 sort: n =7 esetén 8 + 13 =21; n=8 esetén 13+21=34; n=9
esetén 21 + 34 =55; igy n = 10 esetén 34 + 55 = §9.
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3107.

a) Az elhelyezkedések szdma (6

3j =20, hiszen ki kell valasztani harom tanulot, akik

az elsd szobdba keriilnek.

b) Ha a szobén beliili elhelyezkedéseket is figyelembe vessziik, azaz megkiilonboztet-
jik a hat 4gyat, akkor az elhelyezkedések szdma: 6 -5-4-3 -2 .1 =720, hiszen
ennyiféle sorrendben helyezkedhetnek el a hat 4gyon.

A feltételeknek megfeleld haromjegyt szdmok szdma: 4 - 3 - 2 = 24. A szamok Osszegé-
ben minden szdmjegy minden helyiértéken annyiszor szerepel, ahdnyféle médon a ma-
sik két helyiértékre a tobbieket elhelyezhetjiik. Ezek szdma 3 - 2 = 6. Tehat minden
szamjegy minden helyiértéken 6-szor szerepel. Igy a szdmok Gsszege: 6 - (4 +5+6 +
+7)-(100+10+1)=6-22-111 =14 652.

A képezett dtjegyl szdmok akkor oszthatdk 4-gyel, ha 12-re vagy ha 24-re végz&dnek.
Ezek a szamok: 12412; 14212; 21412; 24112; 41212; 42112; 11224; 12124; 21124.
Osszesen tehdt 9 ilyen szam képezhetS. Ezek 6sszege: 199 944,

Halmazokkal kapcsolatos megszamlalasi
feladatok

Ha 6sszeadjuk az angolul és németiil tanul6k szamat, akkor a mindkét nyelvet tanuldkat
kétszer szamoltuk meg. Igy az 6sszeg annyival lesz tobb az osztily 1étszaméanal, mint
ahdnyan mindkét nyelvet tanuljadk. Tehat az angolul is és németiil is tanuldk szama:
18+ 16 —-26=8.

Megjegyzés: Altaldban igaz, hogy ha A és B két véges halmaz, akkor
|AUB | = | A | + | B |—| AﬂB| . (Tt |X| az X halmaz elemeinek szdmat jelenti.)

1. megoldds: A 26 {8s osztalyban 18-an tanulnak angolul, igy 26 — 18 = 8 tanul6 van,

aki csak németiil tanul. Mivel a németet 16-an tanuljék, ezért 16 — 8 = 8 tanulé angolul
is tanul. Tehat mindkét nyelvet 8 tanulé tanulja.

A feltételek szerint 20 tanuld jar valamelyik szakkorbe. Mivel 12-en matematika szak-
korbe jarnak, ezért: 20 — 12 = 8 tanulé van, aki csak rajzszakkorbe jar. fgy mindkét
szakkorbe 14 — 8 = 6 tanul6 jér.

12 tanulénak volt 6tose matematikabol, koziiliik 6 tanulé magyarbdl is 6tost kapott, igy
csak matematikdbdl 12 — 6 =6 tanulé kapott 6tdst. Hasonléan gondolkodva adddik,
hogy csak magyarbdl 10 tanulénak volt 6tose. tehdt azok a tanuldk, akik vagy matema-
tikabol, vagy magyarbdl 6tost kaptak Osszesen 6 + 10 + 6 = 22-en voltak. Mivel 8 ta-
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nulénak egyik tantirgybdl sem sikeriilt OtOst szereznie, ezért az osztily létszdma:
22 + 8 =30.

. 2 R P :
Az osztdly tanuldinak 3 része tanul angolul, ezért 3 része csak németiil tanul. Igy

mindkét nyelvet az osztily tanuléinak %—% = % része tanulja. Igy:

i rész = 10 tanulo
12

— rész = 2 tanuld
12

Tehét az osztaly 1étszama 24 tanuld.

2
Az osztaly tanuldinak 3 része tanul németiil, igy % része csak francidul tanul. Ebbdl
o . - . - 2 3 1 . .
kovetkezik, hogy mindkét nyelvet az osztdly tanul6inak 3 3 = 5 része tanulja. Ezért
1
az osztaly tanuléinak I része = 2 tanuld, tehét az osztaly 1étszdma 30 tanuld.

Az elsé feladatot a résztvevSk 70 %-a oldotta meg, igy a résztvevdk 30 %-a csak a ma-
sodik feladatot oldotta meg helyesen. Ebbdl kovetkezik, hogy mindkét feladatot a részt-
vevlk 80 % — 30 % = 50 % oldotta meg helyesen. Mivel ez a feltétel szerint 13 tanul6t
jelent, ezért a versenyen 26-an vettek részt.

1
A 30 tanulé 3 része 6 tanuld, 30 %-a pedig 9 tanul6. Tehdt 6 tanuld volt 6tds matema-

tikdbol, 9 tanuld pedig torténelembdl. Mivel 4 tanulé mindkét tantargybol 6tost kapott,
ezért csak matematikdbdl 2, csak torténelembdl 5 tanulé volt 6tos. Osszesen tehat:
2+5+4 =11 tanulé volt, aki vagy matematikdbdl, vagy torténelembdl 6tost kapott.
Vagyis 30 — 11 = 19 tanul6 volt, aki egyik targybol sem szerzett 6tost.

Mivel 17 tanulénak volt 6tdse a két targy valamelyikébdl, és 11 tanulénak matematika-
bodl, ezért 6 olyan tanuld volt az osztdlyban, akiknek csak magyarbdl sikeriilt 6tost sze-
rezni. Emellett 4 tanulénak mindkét targybdl otdse volt, igy magyarbdl Osszesen
4 + 6 = 10 tanul6 kapott 6tost.

A feltételek szerint 25 — 14 = 11 tanulénak a két tantdrgy valamelyikébdl sikeriilt 6tost
szerezni. Mivel matematikabol 7 tanuld kapott 6tost, ezért csak fizikabol 11 —7 =4 ta-
nulénak volt 6tose. Igy Gsszesen 9 tanul volt, akik fizikabol Gtost kaptak.



HALMAZOKKAL KAPCSOLATOS MEGSZAMLALASI FELADATOK

3114.

3115.

3116.

3117.

Szemléltessiik a tablara irt szamokat <
18

Venn-diagrammal!

, S7 B aros
a) 3 olyan szam van, amely pdratlan és »-mal 05Zthay P

oszthat6 3-mal.

b) 1 olyan szdm van, amely pdratlan és
nem oszthaté 3-mal.

¢) 6 olyan szam van, amely pdratlan

vagy oszthat6 3-mal.

d) 16 olyan szdm van, amely pératlan
vagy nem oszthat6é 3-mal.

5
Az osztaly tanul6inak 5 része 25 tanuld, 40 %-a 12 tanuld. Tehat 25 tanuld kdzepesnél

nem rosszabb, igy 5 tanul6 van, aki kozepesnél rosszabb. Tehat a kdzepes tanuldk sza-
ma: 12-5=7.

Ha 0sszeadjuk a hegediilni és zongordzni tanulé didkok szdmat, akkor az osztély 1ét-
szamndl 5-tel kapunk tobbet, hiszen 6ten mindkét hangszeren tanulnak. Ez az 6sszeg
tehat 27. Mésrészt kétszer annyian tanulnak hegediilni, mint zongorazni, igy a 27 har-
madrésze lesz azon tanuldk szdma, akik zongordzni tanulnak. Osszefoglalva: 9 tanul6
zongordzik és 18 tanul6 hegediil ebben az osztalyban.

Legyen azon tanul6k szdma, akik mind- Atlétika Roplabda

harom sportdggal foglalkoznak x. Ké-
szitsiink Venn-diagrammot, és irjuk be
az egyes helyekre a feltételeknek meg-

felel6 szamokat! AVQ
Mivel mindenki foglalkozik valamelyik

sportdggal, ezért a diagrammon szerepld
szamok Osszege egyenl$ az osztdly 16t-
szamaval. Igy:

6+x+6—x+12+x+7—x+ Uszas

+x+3-x+2+x=38
Innen:

x=2
Tehat két tanulé Gizi mindhdrom sport-
agat.

293



KOMBINATORIKA, VALOSZINUSEGSZAMITAS

3118.

3119.

3120.

294

Szemléltessiik az egyes kirdnduldson
résztvevék szamat Venn-diagrammon,
és irjuk be az egyes helyekre a felté-
teleknek megfelels szamértékeket!

Osszeadva az egyes helyeken szerepld
szamokat:

44+3+7+4+4+14+6=29

Tehat az osztdly tanuléi koziil 29-en
vettek részt legalabb egy kiranduldson.

Szemléltessiik az egyes feladatok meg-
old6inak szdmat Venn-diagrammon, és
irjuk be a feltételben szerepld adatokat!
Osszeadva az egyes helyeken szerepld
szdmokat: 6+4+1+3+6+7+2=
=29. Tehat 29-en oldottak meg lega-
1abb egy feladatot, igy 1 tanul6 volt,
akinek egyik feladatot sem sikeriilt
megoldania.

1. kirdndu]g¢ n. Xirdndu]g,

3. kirandulds

1. feladag 2. feladat

DGR

3. feladat

A feltételbdl kovetkezik, hogy pontosan két kirdnduldson 130 — 60 =70 tanuld vett

részt. Ha 6sszeadjuk azon tanuldk szdmat, akik egy-egy kirdnduldson rész vettek, akkor

kétszer szamoltuk azokat, akik pontosan két kirdnduldson voltak és haromszor azokat,

akik mindhdrom kirdnduldson részt vettek. Igy legalabb egy kiranduldson:
320 + 280 + 350 — 70 — 2 - 60 = 760 tanulé vett részt.
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3122.

3123.

Jeloljiik x-el azon tanuldk szdmit, akik Matematik, Fizika
mindhdrom versenyen részt vettek! Ké-
szitsiink Venn-diagrammot az egyes
versenyen résztvevd tanuldkrol, és irjuk
be a feltételekbdl adddé szdmokat a
megfelel§ helyekre! Mivel minden tanu- AVQ
16 részt vett valamelyik versenyen, ezért
a szerepld szamok 6sszege 20.
x=5+12—-x+x—-4+x+
+9-x+7-x+x-4=20 Rémia
Innen:
x=5
Igy adédik, hogy nem volt olyan tanul6, aki csak matematikdbdl indult, illetve 5 olyan
tanul6 volt, aki mindhdrom versenyen részt vett.

Ha 6sszeadjuk az egy-egy nyelvet tanuldk szamat, akkor a pontosan két nyelvet tanul6-
kat kétszer, a mindhdrom nyelvet tanuldkat haromszor szdmoltuk meg. Jeldlje x azon
tanul6k szdmat, akik mindharom nyelvet tanuljak! Igy:

16 +18+14=30+16 +2x
Innen:
x=1

Tehat 1 tanuld van az osztdlyban, aki mind a harom nyelvet tanulja.
yd Vd Y d Ve Vd /. Ve
Valoszinusegszamitas

Hatdrozzuk meg, hogy a kisérlet lehetséges kimenetelei koziil melyekben kovetkezik be
az A; Billetve C esemény! Az A esemény kovetkezik be, ha:

l.dobas [1 122|331
2.dobds |12 |1]2]1

Ez 6 lehetGség.
A B esemény kovetkezik be, ha:

1.dobds |2 |6 |53
2.dobds |6 |2 |3[5]4]6|3|4|5]4|6|5]5]6]6

N
w
[@)
)
N
[@)
N
)
(@)
)
(@)

Ez 15 lehetGség.
A C esemény kovetkezik be, ha:
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1. dobas
2.dobas |4 |1 |3 (2|5|1|4|2|3]|6|1|5[2(4]3

._
)
o8}
—_
)
N
o8}
—
)
[
o8}
N

Ez 15 lehetGség.

Vagyis a B és a C eseményt a kisérletnek 15-15 kimenetele valdsitja meg, mig az A
eseményt csak 6. Ugy is fogalmazhatunk, hogy a B és a C esemény egyforma val6szi-
nlséggel kovetkezik be, és ez a valdszinliség nagyobb az A esemény bekdvetkezésének
valészintiségénél. Igy fogadni a B vagy a C esemény bekovetkezésére érdemes.

Jeloljiik az a) b) c) d) e) pontban leirt eseményeket rendre A; B; C; D; E betiikkel. Hasz-
ndljuk a tovabbiakban egy X esemény val6szintiségének jelolésére a P(X) irdsmédot! A
feladatban leirt kisérletnek osszesen 36 kimenetele van, hiszen 36-féle kétjegyd szamot
kaphatunk ha a kisérletet elvégezziik. Szdmoljuk Ossze, hogy hdny kétjegyd szdm tesz
eleget ezek koziil az egyes pontokban leirt feltételeknek!

a) 6 ilyen kétjegyd szdm van, hiszen masodikra hatféle eredményt kaphatunk és ezek

mindegyike keriilhet a masodik helyiértékre. Igy az esemény valdszintsége:

6 1
PA)=—=—.
@) 36 6
b) 6 ilyen kétjegyd szdmot kaphatunk, hiszen ha elsGre 6-ot dobunk, akkor a masodik
dobds utan mindig ilyen kétjegy( szdam keletkezik. Igy az esemény valSszinidsége:
6 1
PB)y=—=—.
B 36 6
c) Péaros szamot akkor kapunk, ha a mésodik dobds 2; 4 vagy 6, az els6 pedig tetszdle-
ges. gy ilyen kétjegy(i szam 6 - 3 = 18 alakulhat ki. Tehat az esemény valdszintisé-
18 1
e: PC)=—=—.
ge: P(C) %62
d) A harommal val6 oszthat6sag feltétele, hogy a szdmjegyek Osszege legyen oszthatd
3-mal. Konnyen ellendrizhetS, hogy barmely elsé dobds utan kétféle masodik do-
bassal kaphatunk 3-mal oszthaté kétjegy( szdmot. (Pl.: ha az els6 dobés 1, akkor
mdsodikra 2 vagy 5, ha az elsd dobds 2, akkor masodikra 1 vagy 4, ... esetén adédik
harommal oszthat6 kétjegy( szdm). Igy 6 - 2 = 12 ilyen kétjegy( sz4m alakulhat ki,
12 1
tehat az esemény valdszindsége: P(D) = 36 = 3"
e) Az el6alld kétjegyi szamok kozott 6 olyan van, amelyek szdmjegyei egyformak, te-
hét 30 kétjegyi szdmban lesznek kiilonbozdek a szamjegyek. Igy az esemény vals-
30 5
szinlisége: P(E)=—=—.
ge: P(E) 366
A kisérletnek 3 - 3 - 3 =27 kimenetele van, hiszen minden hizasnal 3-féle szind goly6
addédhat. Azok a kimenetelek felelnek meg, amelyben a harom hizasnal kiilonb6z6 szi-

nd golyok adédnak. Ezek szdma annyi, ahdnyféleképpen a hdrom szint sorban ki lehet
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3126.

3127.

3128.

hdzni. Ezek szdma: 3 - 2 - 1 = 6, hiszen az elsére huizott szint nem hizhatjuk masodikra,

ill. harmadikra mar csak a kimaradé szint hizhatjuk. Ezzel az esemény valdszintisége:
6 2

279"

Ha a dobozban 5 fehér és x piros golyé van, akkor a fehér goly6 kihizasanak valészind-

sége: > 5 Ezzel az egyes kérdésekre adott valaszok:

a) 5 piros golyét, hiszen l—i b) 10 piros golyét, hiszen l—i
piros golyot, ST piros golyot, 315

c) 15 piros goly6t, hiszen 1.3 d) 95 piros golyét, hiszen 1.5
pIros 8004 4720 pIros g0oL 20~ 100

A Kkisérletnek 6 - 6 - 6 = 216 kiilonboz6 kimenetele lehet.

a) 5-tel oszthaté szamot akkor kapunk, ha az utols6 dobds eredménye 5-0s, az elsd
kett$ tetszdleges. Ilyen hdromjegyt szam 6 - 6 = 36 adédhat. Igy az esemény val-
1

szinlisége: ——=—

216 6

b) Paratlan szamot akkor kapunk, ha a harmadik dobas eredménye 1; 3 vagy 5, az elsg
ketts tetszdleges. Ilyen hdromjegy(d szdm 6 - 6 - 3 = 108 alakulhat ki, igy az ese-

1
mény valdszinlisége: — =—.
Y 8 216 2

A kisérletnek 6 - 6 - 6 = 216 kiilonbozd kimenetele lehet.

a) A dobott szamok 6sszege kétféleképpen lehet paros:
(1) minden dobds eredménye paros
(2) egyik dobés eredménye paros, a masik kettS paratlan.
Az (1) eset 3 - 3 - 3 =27-féleképpen valdsulhat meg, hiszen minden dobdsndl 3-féle
paros szamot dobhatunk.
A (2)eset3-3 -3 -3 =_81-féleképpen valdsulhat meg, hiszen barmelyik dobds lehet
péros, illetve mind a paros, mind a paratlan dobds haromféleképpen kovetkezhet be.

Igy 6sszesen 27 + 81 = 108 esetben lesz a dobott szdmok Osszege paros. Tehdt az

. e 108 1
esemény valdszintisége —— =—.
216 2

Megjegyzés: Azt a tényt, hogy ugyanannyi paros, mint paratlan 6sszegd kimenetele
van a kisérletnek egyszertibben is beldthatjuk. Ugyanis barmi is volt az elsé két do-
bas eredménye, ezek Osszegét a harmadik dobds 3-féle eredményével pérosra, 3-féle
eredményével pdratlanra alakithatjuk. (Pl.: ha az elsG két dobott szdm Osszege pé-
ratlan, akkor 1-est, 3-ast vagy 5-Ost dobva paros Osszeget, 2-est, 4-est vagy 6-ost
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dobva paratlan Osszeget kapunk). Ebbdl pedig kovetkezik, hogy a kimenetelek fele

paros Osszeget ad, igy a valdsziniség 2

b) Az a) rész megjegyzésében leirt gondolatmenet alapjan konnyen belathatjuk, hogy

az esemény val6szintisége 3 Legyen ugyanis az els6 két dobds eredménye tetszd-

leges! Ha ezek 6sszege oszthaté 3-mal, akkor 3-ast vagy 6-ost dobva 3-mal oszthaté
Osszeget kapunk. Ha ezek 0sszege 3-mal osztva 1 maradékot ad, akkor 2-est vagy 5-
Ost dobva 3-mal oszthaté Osszeget kapunk. Végiil ha ezek 0sszege 2 maradékot ad
3-mal osztva, akkor 1-est vagy 4-est dobva kapunk 3-mal oszthaté dsszeget. Vagyis
az Osszes kimenetelnek a harmadrészében 3-mal oszthaté Osszeg adddik, igy az

. e
esemény valdszintisége 3

c) A dobott szdmok Osszege legaldbb 3, legfeljebb 18, igy a kovetkezd primszamok
allhatnak el6 osszegként: 3; 5; 7; 11; 13; 17. Vizsgéljuk meg el6szor a dobasok sor-
rendjétdl eltekintve, hogy milyen médon allhatnak el§ ezek az Osszegek a harom
dobds eredményébdl:
3=1+1+1
5=1+1+43=1+2+2
T=1+1+5=1+2+4=1+3+3=2+2+3
11=14+44+6=14+545=2+3+6=2+4+5=3+3+5=3+4+4
13=1+6+6=2+5+6=3+4+6=3+5+5=4+4+5
17=5+6+6
Vegyiik ezutan figyelembe a dobdsok sorrendjét is!

Ekkor a3-as: egyféleképpen;
az 5-0s: 3 + 3 = 6-féleképpen;
a7-es: 3+ 6+3+3=15-féleképpen;
all-es: 6+3+6+6+3+3=27-féleképpen;
al3-as: 3+6+6+3+3=2I1-féleképpen;
a 17-es: 3-féleképpen johet l1étre.
Osszefoglalva: a kimenetelek koziil 1+6+ 15+27 +21+3 =73 ad primszdm-

73
Osszeget. Tehat az esemény valdszintisége: 216 =(0,338.

3129. A c) pontban irt esemény valdszintisége a legnagyobb, az a) pontban irt esemény valé-
szintisége a legkisebb.

3130. A dobozban taldlhaté 4 goly6 koziil 2 golydt hatféleképpen valaszthatunk ki. Ezen ki-
vélasztasok koziil két esetben kapunk azonos szind golyét, igy a b) pontban irt esemény
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3131.

3132.

3133.

3134.

a valészindbb. (Az azonos szind golyok huzdsdnak valdszindsége 3’ a kiilonb6z6 szi-
nd golyodk vélasztdsanak valészintisége 3 )

A 6 goly6 koziil 2 golydt 15-féleképpen vialaszthatunk ki. Azonos szind golydkat akkor
hidzunk, ha vagy a 3 fehér, vagy a 3 piros goly6 koziil vesziink ki kett6t. Mindkét eset-

ben 3-3-féleképpen vélaszthatunk, igy az azonos szinli golyok hizasanak valészintisége

6 2
15 = rE Tehat a kiilonbozd szind golyok hizdsdnak valdszintisége a nagyobb.

A kisérletnek 5 -4 -3 =60 kiilonb6zé kimenetele lehet, tehdt ennyiféle haromjegyd
szamot kaphatunk.

a) 5-tel oszthat6é szdmot akkor kapunk, ha az utolsdként hiizott szdm az 6tds. Az ilyen

12 1
hiizdssorozatok szdma: 4 - 3 = 12, igy az esemény valdszinlisége 0 = rE

b) Harommal oszthat6 szam akkor adddik, ha a kihdzott harom szdmjegy &sszege oszt-
hat6é 3-mal. Ez csak akkor kovetkezik be, ha a kihizott szamok (sorrendtdl eltekint-
ve) az 1; 2; 3 vagy a 3; 4; 5 vagy az 1; 3; 5 vagy a 2; 3; 4. Ha a huzés sorrendjét is
figyelembe vessziik, akkor ez 4 - 6 = 24-féle haromjegy( szamot jelent, igy az ese-

. ce o242
mény valdszintisége: — =—.
60 5

¢) Ahhoz, hogy 4-gyel oszthaté szamot kapjunk az utolsé két hizdsnak az eredménye:
vagy az 1; 2, vagy a 3; 2, vagy az 5; 2, vagy a 2; 4. El6re a kimarad6 3 szdm bar-
melyike adédhat, igy a néggyel oszthaté haromjegy( kimenetelek szdma: 3 - 4 = 12.
12 1
Ekkor az esemény valdszinlisége: —=—.
60 5
d) 25-tel oszthaté haromjegyd szdm csak akkor adédhat, ha az utolsé két hizds ered-
ménye 2; 5. Igy ilyen hdromjegyl szam 3 van, tehdt az esemény valdszinGsége:
3_1
60 20

A kisérletnek 10 - 10 - 10 = 1000 kiilonb6z6 kimenetele lehet. Hogy a kihtizott legki-

sebb szdm legaldbb 7 legyen, ahhoz minden hizasra legaldbb 7-et kell hiizni. Az ilyen
64 8

1000 125°

hizassorozatok szdma: 4 - 4 - 4 = 64. Tehat az esemény valdszintsége:

A kisérletnek 6 -5 - 4 = 120 kimenetele van. Ahhoz, hogy a kihizott golydk piros-fe-
hér-z6ld szinben kovessék egymadst, elsGre a két piros koziil, masodikra a két fehér ko-
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3135.

3136.

3137.

3138.

3139.

300

ziil, harmadikra a két zold koziil kell hizni. Az ilyen hidzdssorozatok szdma: 2 -2 -2 =

= 8. Tehat az esemény valészindsége: 8 = L
120 15

Minden dobasndl 36-féle kimenetel lehetséges, igy a kisérlet kiilonboz6 kimeneteleinek

szdma: 36° = 46 656. Szamoljuk meg elszor azokat a kimeneteleket, amelyekben nem

dobunk egyszer sem két hatost! Ekkor minden dobdsndl 35-féle esemény addédhat, igy

az ilyen kimenetelek szdma: 35 = 42 875. vagyis azon kimenetelek szdma, amelyekben

legaldbb egyszer két hatost dobtunk 46 656 — 42 875 = 3781. Igy az esemény valészi-
781

nisége: 3781 =0,081.
46 656

Az Osszes lehetséges kimenetelek szdma: 23 =32, igy az esemény valdszinlisége:
2 1

3216

A kisérletben 6 goly6 koziil valasztunk ki 2 goly6t, ezért a kiilonbozd lehetséges kime-
netelek szdma 15. Azonos szind golydkat akkor kapunk, ha vagy a 4 fehér koziil va-
lasztunk ki kettSt, vagy kihtizzuk a két piros goly6t. Az ilyen hizdsok szdma 6 + 1 =7,

tehdt annak valdszintisége, hogy két azonos szini golyét hizunk 5

A kisérletben 8 goly6 koziil valasztunk ki 2 golyét, ezért a kiilonbozé lehetséges kime-
netelek szdma 28. Azonos szind golydkat akkor kapunk, ha vagy az 5 fehér koziil va-
lasztunk ki kett6t, vagy kihdzzuk a két piros goly6t. Az ilyen hiizdsok szdma

11
10 + 1 = 11. Tehét annak a valdszintisége, hogy két azonos szinid golydt hizunk 2%

A 9 goly6 koziil kihtizunk egymds utdn harom goly6t, igy a kiilonboz$ lehetséges ki-
menetelek szdma 9 - 8 - 7 = 504.

a) Azoknak a huzdssorozatoknak a szdma, amelyekben az elsé kihuzott golyé piros, a
masodik fehér, a harmadik z6ld szind goly6: 3 - 4 - 2 = 24. Igy az esemény val6szi-
1

nisége: 24 =—=0,0476.
504 21

b) Harom azonos szind golyé gy addédhat, ha vagy a 4 fehér szinti goly6bol hizunk ki
egymads utdn harmat, vagy a 3 piros goly6t hizzuk ki egymds utdn. Az ilyen hizés-
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3140.

3141.

sorozatok szdma: 4-3-2+3-2-1=30. Tehidt az esemény valdszintsége
30 5

—=—=0,0595.
504 84

Mivel az egyik dobozban 8, a masikban 10 goly6 taldlhatd, ezért a kisérlet lehetséges
kimeneteleinek szama 8 - 10 = 80.

a) Két piros goly6t ugy kapunk, ha mindkét dobozbdl a piros golydk koziil hizunk ki
egyet-egyet. Az ilyen hizdsok szdma 5 -3 =15, ezért az esemény valdszinlisége
153
80 16"

. 1 . e 21

b) Hasonléan gondolkodva adédik, hogy az esemény valdszintisége 20"

YA

Tegyiik fel, hogy Andrds 17 dra x perc- 60

kor, Béla 17 éra y perckor érkezik a

fagyiz6 elé! Abrazoljuk ezt az eseményt

a sik (x;y) pontjaval! Mivel 0 =x =60

és 0=y =60, ezért az Osszes események

halmaza a koordinita-rendszerben egy
négyzet pontjai.

Taldlkozés akkor jon létre, ha:

=Y

60

|y—x| =15
azaz:
—-15=sy—-x=15

x—15sy=sx+15
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YA

. 60
toz6 pontok az el6bbi négyzet azon y=xl15 7

Ez azt jelenti, hogy a taldlkozashoz tar-

pontjai, amelyek az y=x—-15 és az y

y=x+15 egyenletd egyenesek kozott / /

helyezkednek el. Vz /

Ezzel a taldlkozds valészintiségét értel- 4

mezhetjiik igy, mint az el§z6 dbran be- /

N

<

satirozott teriiletnek és a négyzet tertile- y =r-15

tének hanyadosa. A négyzet teriilete: /

60 - 60 =3600 egység. A vonalkizott 15 60

»
-
X

rész teriiletét megkaphatjuk, ha a négy-
zet teriiletébd] kivonjuk a kimarad6 két haromszog teriiletét. Igy a vonalkédzott rész te-
riilete:

3600 — z-@ =3600—2025 = 1575 egység.

Tehat modelliink alapjdn annak valdszintisége, hogy a kordbban érkezének nem kell 15
percnél tovabb varakozni:

P=20 4375
3600
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