2582.

2583.

2584.

2585.
2586.

2587.
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Geometriai transzformaciok

I. Egybevagosagi transzformaciok

a) Eltolas az y tengely mentén 2-vel negativ irdnyba. (Eltolas a v(0; —2) vektorral.)

b) Tikrozés az x = 10 egyenesre.

c) A koriili —90°-os elforgatas.

d) A feladatban A’ koordinétai helyesen A’(=2; —2). Igy a transzformaci6 origéra vo-
natkozd tiikkrozés.

e) Az x tengelyre vonatkozo tiikrozés.

f) Az y tengelyre vonatkozo tiikrozés.

a) A'(=2;-4), B'(4;2), C'(5:-7) b) A’(2;4), B'(—4;-2), C'(=5;7)
c) A’(2;-4), B’ (-4;2), C'(=5;-T7) d) A’(-2;4), B’(4;10), C’(=5;11)
e) A'(2;14), B'(-4;8), C'(5:7) /) A'(=4;,-2), B'(2;4), C'(-7;5)
8) A'(=2;4), B'(4;-2), C'(-5;-3) h) A’(10;-8), B’(4;-2), C’(3;-11)
i) A(0;4), B'(6;-2), C(7:7) J) A2 =), B(4;:=1), C'(5;2)

k) A’(4;-2), B’(10;-8), C’(11; 1)

Tengelyes tiikrozés

A tiikorképeket az dbran azonos szdmmal jeloltiik. @ o)
a
(11PN
(2 (£)
(1) A})

Alapszerkesztések.

Jeloljiink ki az adott egyenesen két olyan pontot, amelyek egyenld tdvolsdgra vannak az
adott kor kozéppontjatol. Ezzel a tdvolsidggal a kapott pontokbdl korivezve a metszés-
pont a képkor kozéppontja lesz.

A metszetként kapott sikidom paralelogramma és deltoid, tehit rombusz.
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2588.

2589.

Ha a jeloli az eredeti hdromszog oldala-
nak hosszat, akkor a metszet egy % ol- C o

dald, 60°-os szoget tartalmazé rombusz,

mig az egyesités egy konkdv hatszog.
(Léasd az abrat!) A 2446. feladat alapjan
a metszet keriilete B’ B

NSRS

YR

k=4-L£=2q,
2

RE

teriilete

z=2~(;j2ﬁ—“2*/§.

4 8
Az egyesitésként kapott konkdv hatszog keriilete

K=4a=2k

teriilete

azx/g 3a2x/§

4 8
2743

9.8\/5 cm? = 1,95 cmz, K=12cm, T = 3 cm? = 5,85 sz;

2543 7543
8 8

=3t

_3.
2

a) k=6cm, t=

b) k=10cm, t= em? =541 cm?, K=20cm, T = cm? =16,24 cm?;

¢) k=120 mm, 7 =450-4/3 mm?2 = 779,42 mm?, K =240 mm,
T =1350 /3 mm? = 2338,27 mm?;

_ 0562543

d) k=1,5dm, ¢ dm? = 0,122 dm?, K =3 dm,

T m? = 0,366 dm?>.

_ 1687543
8
Az egyesitésként kapott sikidom egy rombusz, amelynek belsd szogei 60° és 120°, ol-

daldnak hossza pedig megegyezik az eredeti haromszog oldaldnak hosszdval. Ha a je-
161i a szabdlyos hdromszdg oldaldnak hosszét, akkor

a*\3
2

9-43

a) K=12cm, T = 5 cm2z7,80m2;

K=4a, T= . (Lasd a 2446. feladatot!)

b) K=16 cm, T=8-x/§cm2 =~13,86 cmz;
¢) K=200mm, T=1250-v/3 mm?~216,5 mm?;
d) K=2,6dm, T=021125-4/3dm? = 0,366 dm?.
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2590.

2591.

2592.

2593.
2594.

2595.

2596. f a haromszognek szimmetriatengelye,

182

Az egyesitésként kapott sikidom egy tompaszogli egyenl$ szard haromszog, amelynek
szdrai 5 cm hosszuiak, alapja pedig 8 cm.

K =18 cm, Tz% cm? =12 cm?.

Az eredeti hdromszog hegyesszogd, igy az egyesitésként kapott stkidom mindkét eset-
ben konvex deltoid lesz.

a) K=26cm; b) K=22cm.

Az egyesitésként kapott sikidom szimmetrikus trapéz, amelynek alapjai 8 cm és 12 cm
hossziiak, magassdga 5cm, szardnak hossza pedig Pitagorasz tétele alapjan

V52 +22 cm =+/29 ecm ~ 5,385 cm.

K =30,77 cm, T=50cm”
A két kor kozéppontjat 0sszekotd szakasz felezémerGlegese lesz a tiikkrozés tengelye.

Az egyesitett teriilet mindhdrom esetben a trapéz teriiletének kétszerese, igy a 2474. fel-

# cm? = 41,57 cm?.

adat alapjan T =2-

a) Az egyesitésként kapott sikidom
szabdlyos hatszog, amelynek oldala
4 cm hosszi. A szabdlyos hatszog-
nek 6 szimmetriatengelye van.
K=24cm.

b) Az egyesitésként kapott sikidom egy
konkav hatszog (1asd a 2588. felada-
tot). Ennek a hatszognek 2 szimmet-
riatengelye van. K = 32 cm.

c) Az egyesitésként kapott sikidom az
dbrdn l4thatd konkdv hatszog,
amelynek 1 szimmetriatengelye van.
K=32cm.

Az a egyenes t-re vonatkoz6 a’ tiikkorké-
pének és a b egyenesnek a kdzos pontja
lesz az alap egyik végpontja. A kapott
pont r-re vonatkozé tiikdrképe az alap
masik végpontja. Ha a’ és b parhuzamo-
sak, akkor nincs megoldds, ha egy ko-
z0s pontjuk van akkor a megoldds egy-
értelmd, ha egybeesnek, akkor végtelen
sok megfelel§ haromszoget kapunk.

7z

igy az A és a B cstcs az el6z8 feladat
kapcsén leirt médon szerkeszthets. A C
csucs a tengelynek az a pontja, amelyre
AC=CB=AB.
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2597.

2598.

2599.

2600.

A szabdlyos hdromszdgben a magassig-
vonal szimmetriatengely, ezért a harom-
sz0g egyik cstcsa a k; m-re vonatkozd
k> tikorképének és k,-nek a kozos
pontjaként adédik. (Ldsd az abrat!) A
kapott pont m-re vonatkozé tiikorképe is

. k
csicsa a haromszognek, a harmadik )
csucs pedig m pontja igy, hogy a harom X0,
pont pdronkénti tdvolsidgai megegyez- A, X/

1

nek.

A nem egybevdgé megolddsok szdma
attdl fiigg, hogy k,’-nek és k,-nek hiny
kozos pontja van. (Ha az 0,0, egyenes

merdleges m-re, akkor kiilonbdz6 kozos
pontokbdl kiindulva is egybevdgd meg-
old4sokat kapunk.)

A képpont a masik szogszaron lesz a tengelyes tiikr6zés tulajdonsdgaibol adéddan.

Ha P az AB oldalon van és az A-bdl ki-
indulé belsS szogfelez egyenesére tiik-
roziink el8szor, akkor P’ az AC egye-
nesre illeszkedik. (Lasd az abrat!)

A hdrom tiikr6zés végrehajtdsa utan ka-
pott P’’’ pont az AB egyenesre illesz-
kedik.

Megjegyzés: Abrankon mindhdrom kép-
pont a hdromszog valamelyik oldaldnak
belsé pontja, viszont az nem sziikség-
szer(. Felvehet§ dgy a kiindulé P pont,
hogy a képpontok ne illeszkedjenek
mind a hdromszog oldalaira.

Az el6z6 két feladat alapjan A-nak az f
egyenesre vonatkozd A’ tiikorképe il-
leszkedik a BC oldal egyenesére. Ebbdl
adéddéan az A’B egyenes metszi ki a C
csucsot az f egyenesbdl. Ha A’B pérhu-
zamos f-fel, akkor nincs megoldds, el-
lenkezd esetben a megoldas egyértelmd.
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2601. Az ABCC’ szimmetrikus trapézban

ABC¥=C’AB3=p és CAB<g = c
=ACC’ ¥= . (Lasd az abréat!)
Ebbdl b
C’AC3=C’ABI— CABY= B-a
=B-o. i o

Az ACC’ haromszogben tehat

AC=b, AC’=a és
C’'AC3=f-a

2602. Az el6z6 feladat alapjan az ACC’ haromszog (lasd az el6z6 feladat abréjat) szerkeszt-
hetd, hiszen adott két oldala és a kozbezart szog. Az A pontnak a CC’ szakasz felez6-
merdlegesére vonatkozo6 tiikorképe lesz a szerkesztend6 haromszog B cstcsa.

2603. Az eredeti és a képként kapott haromszog egyesitése szabdlyos haromszog, igy az ere-
deti derékszogli haromszog rovidebb befogdja fele olyan hosszd, mint az 4tfogé. (Lasd
még a 2447. és 2543. feladatokat!)

2604. A k, kor t-re vonatkoz6 k,’ tiikorképé-
nek és a k, kornek a metszéspontjai

lesznek a trapéz egyik szdrdnak vég-
pontjai. (Lasd az abrat!) Ezeknek a met-
széspontoknak a t-re vonatkozé tiikor-
képei a masik szar végpontjai.

Ha k,’-nek és k,-nek legfeljebb egy ko-

z0s pontja van, akkor nincs megoldés.
Nem kapunk trapézt akkor sem, ha a
metszéspontok  4dltal  meghatarozott
egyenes merlleges f-re. Ha k; €s k, egy-

mds t-re vonatkozd tiikorképei, akkor
végtelen sok megoldédst kapunk. Ha az
eddig felsoroltak egyike sem teljesiil,
akkor a megoldas egyértelm(.

2605. Az a egyenes BD egyenesére vonatkozé
a’ tiikorképének és c-nek a metszés-
pontja a deltoid harmadik csucsa.
A metszéspontnak a BD egyenesre vo-
natkozé tiikorképe a negyedik csucs. A
megoldasok szdma attdl fiigg, hogy a’-
nek és c-nek hiany kozos pontja van.
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2606.

2607.

2608.

2609.

A k, kor BD egyenesére vonatkozd k,’
tiikorképének €s k,-nek a kozos pont-
ja(i) a deltoid harmadik cstcsa(i).
A metszéspontként kapott csticsnak a
BD egyenesre vonatkozd tiikorképe a
deltoid negyedik csicsa. A szerkeszthe-
téség feltételeinek és a megoldasok sza-
mdnak vizsgdlatdra nézve lasd a 2597.
feladatot.

Az a egyenes t-re vonatkozo a’ tiikkorké-
pének és b-nek kozos pontja a rombusz
C csucsa. (Lasd az abrat!) C-nek t-re
vonatkozé tiikorképe az A csics. D a
tengelynek az a pontja, amelyre nézve
AB=AD. A megolddsok szdma attdl
fiigg, hogy a’-nek és b-nek hiny kozos
pontja van.

A k, kor t-re vonatkozo k,’ tiikorképé-
nek és a k, kornek kozos pontja lesz a

rombusz C csucsa. (Lasd az abrat!) Az
A csics C-nek t-re vonatkozd tiikorké-
pe. A B cstcs a ¢ tengely azon pontja,
amelyre

CD=CB=AB=AD.
A szerkeszthet8ség feltételeinek és a

megoldasok szdmdnak vizsgalatdra néz-
ve lasd a 2597. feladatot.

A négyzet A cstcsa (lasd az dbrét) az a
egyenes f-re vonatkoz6 a’ tiikorképének
és a k kornek kozos pontja. A-nak t-re
vonatkozé tiikkdrképe a C csucs. A B és
a D csucsot az AC szakasz mint 4tméré
folé szerkesztett Thalesz kor metszi ki -
bél.

A feladatnak att6l fiiggéen van 0, 1
vagy 2 megoldésa, hogy a’-nek és k-nak
hany k6z0s pontja van. (Két egybevagd
megoldast kapunk, ha a parhuzamos ¢
vel és a’-nek két kozos pontja van k-
val.)
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2610. a) A rombusz egyik oldala adott, igy azt tikrozve a két szimmetriatengelyre és a ten-
gelyek metszéspontjara kapjuk a tobbi oldalt.
b) A szimmetriatengelyek felezik a rombusz szogeit, igy a 2598. feladat alapjin az
egyik pontnak a megfelel§ tengelyre vonatkozé tiikkorképével megkapjuk az egyik
oldalt, innen pedig az a) pont alapjdn dolgozhatunk.

2611. Az adott pontot tiikrozziik az adott egyenesekre. A kapott képpontok lesznek a harom-
sz0g hidnyzd csucsai.

2612. A szerkesztés az abrardl leolvashatd. 4
A tengelyes tiikrozés megérzi a szogek
nagysagat, igy a jelzett szogek egyen-
16ek. Ez pedig azt jelenti, hogy teljesiil a
visszaver&dés torvénye. :

AT + TB valéban minimalis, hiszen a
haromszog-egyenl6tlenség  alapjan
AT+TB=AT+TB’=AB’ <AP +

+ PB’=AP + PB az e egyenes bar-
mely 7-t81 kiilonboz6 P pontjéra.

B
\/\l tiikor
2613. A b) pontban nyilvan az AB szakasz és e A B
metszéspontja lesz a keresett T pont. M
a) A szerkesztés az dbrardl leolvashato. < - e
\LB’

2614. A szerkesztés az dbrardl leolvashat6. Az

el6z§ feladat alapjan konnyen igazolha-
t6, hogy AT, + T, T, + T,A val6ban mi-
nimalis.

2615. A szerkesztés az abrardl leolvashato.
AT, + T\T, + T,B minimalitdsa a 2613.

feladat alapjan konnyen igazolhat6.

2616. a) A’(-2;-5), B(6;2), C’(4;-3), D’(6;-8)

b) A’(2;5), B'(-6;-2), C'(-4;3), D’(-6; 8)

c) A csucspontok koordinatdi felcserélddnek.
A’(5;-2), B'(=2;6), C'(3;4), D’(8; 6)
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2617.

2618.

2619.

2620.
2621.

d) A koordinétdk felcserélédnek és elGjelet véltanak.
A’(-5:2), B'(2;-6), C'(-3;-4), D'(-8;-6)

e) A’(-2;3), B’(6;10), C’(4;5), D’(6;0)

f) A’(—4;5), B'(-12;-2), C’(-10; 3), D’(-12;8)

a) hamis b) igaz c) hamis d) igaz e) igaz f) hamis

g) igaz h) igaz i) igaz j) hamis k) hamis l) igaz

m) hamis n) igaz o) igaz p) igaz g) hamis r) igaz

Ha a haromszognek van két szimmetriatengelye, akkor oldalai egyenld hosszidak. A
szabdlyos haromszdgnek viszont hdrom szimmetriatengelye van.

Ha egy négyszognek van két szimmetriatengelye, akkor téglalap vagy rombusz.

A téglalap harmadik szimmetriatengelyének illeszkednie kell két szemkdzti csticsra, vi-
szont ez csak ugy lehetséges, ha a szomszédos oldalak egyenl§ hossziak, azaz a tégla-
lap négyzet.

A rombusz harmaik szimmetriatengelyének mer§legesen feleznie kell két szemkozti ol-
dalt, ami csak gy lehetséges, ha a rombusz minden szoge derékszog, azaz a rombusz
négyzet.

A négyzetnek négy szimmetriatengelye van.

Igen van. Példaul kor, egyenes, félsik.

Ha a sokszognek van két szimmetria-

tengelye, akkor azok metszik egymadst a
sokszog belsejében. Ez kovetkezik ab-
bél a ténybdl, hogy mindkét szimmet-
riatengely két egyenl§ teriiletd részre
osztja a sokszoget.

Tegyiik fel, hogy a sokszognek van ha-
rom szimmetriatengelye, és ezek az al-
litassal ellentétben paronként kiilonb6z6
pontokban metszik egymadst. Ekkor a
hiarom metszéspont a sokszog belse-
jében egy hdromszoget hatiroz meg.
Jelole ¢, t, €s t; a hdrom tengelyt (ldsd

az abrét), és legyen P az altaluk meghatdrozott hdromszog egy belsd pontja. Legyen A a
sokszog P-t6l legtavolabbi (vagy egyik legtdvolabbi) csticsa. P és A valamelyik ten-
gelynek ugyanazon az oldaldn van (az dbrdn ez pl. a ¢, tengely), igy az A csucsnak erre

a tengelyre vonatkozd A’ tiikorképére (ami szintén csicsa a sokszognek) nézve
A’P=A'T+TP=AT+TP> AP,

ami azt jelenti, hogy A’ tdvolabb van P-t6l, mint A. Ez viszont ellentmond az A vilasz-
tdsdnak, és ez az ellentmondds csak ugy oldhat6 fel, ha igaz a feladat allitasa.
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2622.

2623.

188

A tikrozések kovetkeztében az eredeti

haromszog cstcsaiban hdrom egybeva-

g6 szogtartomdny taldlkozik az &bran

lathat6 médon. A feltétel szerint ezek

0sszege mindhdrom csicsnél 180°, ami &
csak ugy lehetséges, ha az eredeti ha- @/
romszog minden szoge 60°-os, tehat a

haromszog szabalyos.

a) Lasd a 2612. feladatot!
b) A szerkesztés a 2623/1. abrardl leolvashato.

2623/1. dbra

R

2623/2. dbra

c) A szerkesztés a 2623/2. abran lathaté. Itt is az volt a célunk, hogy a golyé utjat
kiegyenesitsiik”. Ennek érdekében, figyelembe véve az eldirt iitkdzések sorrend;jét,

27z

tikkrozésekkel eldallitottunk harom ,,latszélagos” bilidrdasztalt és mindegyikben je-
Ioltik a B goly6é megfelel§ tiikorképét. Az dbra jeloléseit haszndlva a tiikrozések
sorrendje:

1. PSegyenesre — PSR,Q,; B,

2. PQ, egyenesre — PQO\R,S,; B,

3. R,Q, egyenesre — P,S:R,0,; B,.

Az AB; szakasz a goly6 utjanak ,kiegyenesitett” megfelelGje. Ezen szakasz és PS K
metszéspontja az elsd iitkozési pont. Az AB; és a PQ, szakasz metszéspontjdnak Gs-
képe a PQ oldalon a mdsodik iitkbzési pont, mig az AB, és a Q,R, szakasz metszés-
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2624.

2625.
2626.
2627.
2628.

2629.

pontjanak dsképe a QR oldalon a harmadik {itk6z€ési pont, M.

A tengelyes tiikr6zés megdrzi a szogek nagysagat, igy az dbran azonosan jelolt szo-
gek egyenlGek, amib6l ad6ddan a szerkesztett ut megfelel a visszaver6dés torvényé-
nek.

Ha az AB, szakasz illeszkedik a P, vagy a Q, pontra, akkor nincs megfeleld tt.

d) A szerkesztés az el6z6 pontban leirtakhoz hasonléan torténik, csak itt még egy
»latszolagos” bilidrdasztalt fel kell venni, nevezetesen a 2623/2. dbra P,S;R,0, tég-

lalapjét kell tiikrozni az S;R, egyenesre.

A harmadik oldalra mindkét esetben merélegesen érkezik a golyd.
a) A 2624/1. dbra alapjén 3705 + o =90°, ahonnan o = 36°.
b) A 2624/2. dbra alapjan o= 45°.

2624/1. dbra 2624/2. dbra
Kozéppontos tiikrozés

Alapszerkesztések.
Alapszerkesztések.
A kapott sikidom paralelogramma.

A tiikrozés kozéppontja a szakaszok végpontjai dltal meghatdrozott paralelogramma
atléinak metszéspontja.

a) A kozos rész egy szabdlyos hatszog, c
amelynek oldala 4 cm hosszu.
3 B A
2
SR
k=8 cm, t:6-T cm? =
. B
_8 f em? = 4,62 cm?, 4
Do

(Lasd a 2487. feladatot!)
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b) Az egyesités egy konkdv tizenkétszog (hatagu csillag), amelynek oldala szintén
4
3 cm hosszd. K =16 cm, és az dbrardl leolvashatd, hogy a teriilet a metszet terii-
letének kétszerese, azaz T = 2t = 9,24 cm?.

2630. Az egyesitésként kapott sikidom egy olyan 4 cm oldalhosszisdgi rombusz, amelynek

4.3
4

van 60°-0s szoge. K=16cm és a 2446. feladat alapjan T=2- cm? =

=8-+/3 cm? =~ 13,85 cm?.

2631. Pitagorasz tételének megforditdsabdl adédéan a haromszog derékszogd, igy az egyesi-
tésként kapott négyszog téglalap. K = 14 cm, 7= 12 cm>.

2632. Az egyesitésként kapott sikidom paralelogramma.

2633. Az a egyenes P-re vonatkoz tiikkorképe
metszi ki az egyik (B) pontot a b egye-
nesbdl. Az a egyenes megfelel§ pontja
(A) a B P-re vonatkozé tiikorképe. Ha
a’-nek és b-nek nincs kozos pontja, ak-
kor nincs megfelelS pontpar.

2634. Az egyik szogszar egyenesének P-re
vonatkoz6 tiikorképe metszi ki a masik
szogszarbol a szerkesztend6 egyenes
egy P-t6] kiilonbozd pontjait. Az FP
egyenes valoban megfelel, ugyanis a P
kozéppontos  tiikrozésb6l  addéddan
FP =PE. (Lasd az abrit!) Mindig van
megoldas, és az egyértelm.

!

2635. Az eléz6 feladatban kapott EF szakasz folé szerkesztett Thalesz-korbdl EF felez6me-
rélegese metszi ki a négyzet hidnyzoé csticsait. (Lasd a 2386/b) feladatot!)
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2636. A két kor kozéppontosan szimmetrikus
az 0,0, szakasz F felezGpontjdra, és

tengelyesen szimmetrikus az MM,
egyenesre, igy 0,0, és MM, merGlege-
sen felezik egymast. Az dbra jeloléseit
hasznélva, mivel M, és M, F-re nézve
egymds tiikorképei, ezért az A B, és a
B,A, parhuzamos egyenesek is egymads

tilkorképei. A két kor és a két szeld
szimmetrikus elhelyezkedésébdl ad6do-
an A, F-re vonatkozé tiikorképe A, és

B, F-re vonatkozé tiikorképe B,. Ezek
alapjan az AM,A,M, és B/M,B,M,
négyszogek paralelogrammadk, hiszen
atloik felezik egymast, tehit az azono-

san jelolt szakaszok valéban egyenld
hossziak.

2637. Az A pont M-re vonatkoz6 tiikorképe B,
igy valéban AM = MB.

2638. Lasd az el6z6 feladatot!

2639. A k, kor P-re vonatkozd k> tiikkorképé- . ky
nek és k,-nek a P-hez kozelebbi kozos \
pontja legyen A’. (Lasd az &brat!) A’- 0, 0,
nek a P-re vonatkozo tiikorképe a k; kor \/4 SA
A pontja. A kdzéppontos tiikrozés tulaj- x0,’
donsdgaibél adédéan az AA’ egyenes ky’
megfelel a  feltételnek, ugyanis
AP =PA’.

A feltételnek megfelels kozos szel§ 1é-
tezé€séhez sziikséges, hogy k,’-nek és k,-

nek legyen kozos pontja.
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2640. Jeloljik ki a belsd kor egy tetszSleges P
pontjat és tiikrozziik a kort erre a pont-
jéra. (Lasd az 4brat!) Ha A’ jeldli a kiil-
s6 kor és a képkor egyik kozos pontjat,
akkor az A’P egyenes megfelel, ugyanis
a tiikrozésbdl adéddéan AP = PA’, ahol A
az A’ pont 8se. P-t tetszGlegesen valasz-
tottuk, igy a feladatnak végtelen sok
megoldésa van.

2641. Alkalmazzuk a 2633. feladat médszerét a négyszog szemkozti oldalegyeneseire. Az igy
kapott négy pont altal meghatdrozott négyszog 4tléi P-ben felezik egymast.

2642. Az éabran lathaté6 CC’B hiaromszog szer-
keszthetd, hiszen adottak oldalai (a, b, a ¢ b
25.). A CC’ oldal F felez6pontjdra tiik- C

rozve B-t, kapjuk a hdromszdg A csu-
csat. Az adatokra fenn kell allnia az
a+ b > 2s_egyenlGtlenségnek, igy az a)

és a d) esetben nincs megoldas.

2643. A CC’B haromszog szerkeszthet§ (1asd
az 4brat), ugyanis adott két oldala (a,
2s5.) és a nagyobbikkal szemkozti szog
(180° — ). Az A csucs B-nek a CC’ ol-
dal felez&pontjara vonatkoz6 tiikorképe.

A szogek szerkesztésére nézve lasd a
2144. és 2145. feladatokat!

2644. Az édbran lathaté BCB’ haromszog szer- A
keszthet$, hiszen adott két oldala (a, c b a4
2s5,) €és az egyikhez tartoz6 magassig
(m,). (Lasd a 2357/d) feladatot!) C-nek
a BB’ oldal F felez&pontjara vonatkozé
tiikkorképe az A csucs.
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2645. a)

b)

c)

d)

e)

A 2645/1. abran lathaté BCB’ ha-
romszog szerkeszthet§ két oldaldbodl
(a, 2s,) és a harmadik oldalhoz tarto-

26 magassagbol (m,).

1. Ha m,=a<2s,, akkor az ABC
haromszog derékszogl (b az at-

fogd), és igy s, =§. (Lasd a
2348/b) feladatot!)

2645/1. dbra

2. Tegyiik fel, hogy m < a és m <2s, (m.>a és m z 2s, esetén nincs megoldds.)
A 2s, hosszisdgl BB’ szakasz folé szerkesztett Thalesz-korbdl a B kozépponti,
m, sugart kor kimetszi a T pontot. (Lasd a 2645/1. dbrét!) A B'T egyenesbél a B

kozéppontd, a sugart kor kimetszi a C csucsot. (C-re most két lehetdségiink van,
az 4bra csak az egyiket tiinteti fel.) C-nek a BB’ szakasz F felezGpontjdra vonat-

koz6 tiikorképe az A csics.

Az 1. esetben kapott megoldas egyértelmd, a 2. esetben két nem egybevdgé megol-

dést kapunk.

Lasd a 2642. feladatot! Egyértelmi megoldast kapunk, ha a + ¢ > 2s,,.

Lasd a 2643. feladatot! 2s, = a esetén a megoldés egyértelmi. Ha 2s, < a, akkor két

nem egybevigd megoldast kapunk.

Lasd a 2644. feladatot! Ha 2s, =z m_, akkor amegoldds egyértelmdi, ellenkezs eset-

ben nincs megoldas.

A haromszog stlypontja 2 : 1 ardny-
ban osztja a sulyvonalakat, igy
2645/2. 4bran lithaté SCS’ hdrom-

2 2 ,
3 Sps 3 s.. (S
az § sulypontnak az AC oldal F, fe-
lez6pontjara vonatkozé tiikorképe.)
Az SCS’ haromszog tehat szerkeszt-
hetd, és igy szerkeszthetdk ezen hé-
romsz0g sulyvonalai is, amelyek

a?®

sz0g oldalai %s

hossza éppen < b ¢
PPy

A feladatnak egyértelmd megolddsa

van,has, +s,>5.6ss, +5.>5,.

Az adott silyvonalak harmadoldsédra

nézve lasd a 2760/a) feladatot!

2645/2. dbra

193



GEOMETRIA

2646.

2647.

2648.

194

a) Ha a trapézt egyesitjilk a BC oldal F
felezGpontjara vonatkozé tiikorképé-
vel, akkor egy olyan paralelogram- <4
mat kapunk, amelynek oldalai a + ¢ e
és d, az a + ¢ hosszusagu oldalhoz 4/ |™ FX b P
tartoz6 magassdga pedig m (lasd az
abrét). Ezekbdl az adatokbdl a para-

lelogramma dzm esetén egyértel- 4 B C D’
miten szerkeszthet§ a 2368/f) feladat
alapjan. A kapott paralelogramma
atléinak metszéspontja F, ahonnan

g-vel korivezve megkapjuk a tra-

péz B és C cstcsat. (bzm esetén
van csak megoldds és az egyértel-
md.)

b) Az éabrén lathaté AD’A’D paralelogramma szerkeszthet6 egyik oldalabdl (a + ¢), a
hozz4 tartozé magassagbol (m) és egyik sz6gébdl (). (Lasd a 2368/c) feladatot!) Az
AD’ oldalra, az dbrdnak megfelelGen felvett 8 szog szardt toljuk el dgy, hogy illesz-
kedjen a paralelogramma atléinak F metszéspontjira. A megoldas egyértelmd.

c) Az dbran lathaté AD’C hdaromszognek adott hdrom oldala, igy szerkeszthets, ha
e +f>a+c. C-bdl b-vel korivezve az AD’ szakaszon kijelolhet6 a B pont. D’-t a
BC szakasz felez6pontjara tiikkrozve kapjuk a D csucsot. A megoldds egyértelmd.

d) Az 4bran lathaté AD’C hiaromszog szerkeszthetd, hiszen adott két oldala (e, f) és a
kozbezdrt szog (180° — §). A-bdl az dbranak megfelelGen a-t felmérve kapjuk az
AD’ szakaszon a B csucsot. Az AD’-vel parhzamos, C-re illeszked§ egyenesre az
dbranak megfelelden C-bdl felmérve az AD’ — a = ¢ hosszisagu szakaszt adédik a D
csucs. Ha B az AD’ szakasz bels6 pontja, akkor a megoldés egyértelmd.

e) Az dbra AD’C haromszoge szerkeszthet§, igy szerkeszthet az AD’ = a + ¢ szakasz
is. a + ¢ és a — c tehat adott, amibdl a 2135. feladat alapjdn a szerkeszthetS. Innen

7z

lasd az el6z8 pontot!

A hiromszog oldalainak felezGpontjai 4tal meghatdrozott egyenesek (és csak ezek)
megfelelnek. Hirom ilyen egyenes van.

)
a

Mivel F, és F, felez6pontok, ezért az
ABFF, négyszogben az AF, és BF, ol- /
dalak parhuzamosak és egyenl§ hosz- £

sziak. Ebbdl viszont adédik, hogy az
ABFF, négyszdg paralelogramma, igy

AB parhuzamos és egyenl§ hosszi A B
FF,-vel.

=
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2649.

2650.

2651.

2652.

Az dllitast az F_F, kozépvonalra latjuk

be, a tobbire hasonléan megy. Tiikroz-
ziik a hdromszdget a BC oldal F, felezd-

pontjara. A kapott ABA’C négyszog pa-
ralelogramma, amelyben az A’B oldal
F,’ felezGpontja az F, képe. Az el6z6

feladat alapjan F,F,’ = AB €s pdrhuza-

2

AB
mosak, tehdt valéban Fan=7 és

parhuzamosak.

Az 4brin lathat6 ACD hdromszogben

F.F, kozépvonal, igy az el6z§ feladat
alapjan F,F, parhuzamos az AC étloval

A
és EF, :TC' Ugyanez mondhat6 el

az ABC hédromszog F,F, kozépvonala-
rél is, ezért F| F, parhuzamos és egyenld
hosszii F,F,-gyel, amibSl adéddan az
F\F,FF, négysz0g paralelogramma.

Lasd az el6z6 feladatot!
a) A négyszog atléi egyenld hosszuiak.

b) A négyszog atléi merdlegesek egymasra.

c) A négyszog atl6i egyenlS hossziak és merdlegesek egymasra.

A négy kozéppontos tiikrozés végrehaj-
tasa utan visszajutunk az eredeti pontba.
(P, =P, lasd az abrat!) Ez a 2649. és a
2650. feladat alapjan abbdl adddik,
hogy a PP, és P,P, szakaszok pdrhuza-
mosak és egyenl§ hosszdak, és mivel
egyik végpontjuk kozos, ezért egybe-
esnek.

D

P=P,

195



GEOMETRIA

2653. Az édbra ABC és A,B,C, hiromszdgei

P ey « t B,
egymds kozéppontos tiikorképei a merd- ! A,
leges egyenesek M metszéspontjara
nézve.
Két egymdsra merdleges tengelyre vo-
natkozé tiikrozés egymdsutdnja a met- ; G
széspontjukra vonatkoz6 kozéppontos 2 44 i P PP
tiikrozés. C C
R\ 1
XU
A=/ BY A,
B B
2654. A tengelyek merSlegességébdl adéddan f P,
az dbrdn lithaté PP P, hdromszog de-
rékszogli, és mivel PM =P M =P,M, ) o A
ezért Thalesz tételének megforditasabol
adéddan M a PP, szakasz felezGpontja. B
P i
2655. a) hamis b) igaz c) hamis d) igaz e) igaz f) hamis
g) igaz h) igaz i) hamis j) igaz k) hamis [) hamis
m) igaz n) igaz 0) igaz p) igaz q) igaz
2656. a) A’(=2;-T), B’(4;-5), C’(1;4) b) A’(-2;-5), B'(4;-3), C’(1;6)
¢) A5 1), B'(6;3), C'(3;12) d) A4 -13), B'Qi-11), C'(-1;-2)

e) A’(-10;3), B’(-4;5), C’(-7; 14) hH A45), B’(2;7), C'(-1;16)

o Al-4-2) p[2L) o[-,
3 3 3

Ha a P(x; y) pontnak az O(a; b) pontra vonatkozé tiikdrképe P,(x,; y,), akkor O felezi a
PP, szakaszt, amibdl adédéan

xX+x +
a=211 g p=2TN

A fenti két kifejezésbdl a P| pont koordinatdi:

X, =2a-x és y =2b—y.

2657. A(-2;5), B(2;2), C(5;7), D(2;9), E(0;9)
A’(-2;-5), B'(2;-2), C’(5;-7), D’(2;-9), E’(0;-9)
A"(2;-5), B”(=2;-2), C'(=5;-T), D”'(-2;-9), E"'(0;-9)
A két tengelyes tiikrozés egymdsutdnja az origéra vonatkozd kozéppontos tiikrozés.
(Mindkét koordinéta elGjelet vilt.)
Lasd még a 2653. és 2654. feladatokat!
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2658.

2659.

2660.
2661.

2662.

2663.

Mindegyik esetben két megfelelS négyzet teljesiti a feltételt.
Ha a cstcspontok koordinatdi abszolutértékének osszege S, akkor a megfeleld négyze-
tek csdcsainak koordinatai:

)02} () 3
(53 (53} (33 6

a) (2;0),(0;2), (=2;0), (0; -2) b) (4;0),(0;4), (—4; 0), (0; —4)
(1 D, -1 1), (-1, -1, (1;-1) (2;2), (=2;2), (-2, -2), (2, -2)

c) (6;0), (0; 6), (=6; 0), (0; -6) d) (12;0), (0;12), (-=12;0), (0; —12)
(3;3),(=3; 3), (-3: =3), (3; -3) (6; 6), (=6; 6), (—=6; —6), (6; —6)

e) (16;0), (0; 16), (=16 0), (0; —16)
(8 8), (-8:8), (-8;-8), (8: -8)

Aladér Berci 1épéseitdl fiiggetleniil mindkét esetben megnyerheti a jatékot. A nyerd
stratégia a kovetkezs:

1. lépés: Aladar az asztal szimmetriak6zéppontjdba teszi az elsG zsetont.

Tovabbi lépések: Aladéar Berci utoljdra letett zsetonjanak a kozéppontra vonatkozd tii-
korképét 1épi, azaz gy teszi le a zsetonjat, hogy a Berci és az 6 zsetonja ltal meghata-
rozott szakasz felez&pontja az asztal szimmetriak6zéppontja legyen.

A kozéppontosan szimmetrikusan elhelyezkedd parok: b —c; c —e; ¢ — f.

Mivel a paralelogramma atl6i felezik egymadst, ezért a 2633. és a 2639. feladat eljardsat
kell kétszer alkalmazni.

Megoldast akkor kapunk, ha az 4tl6k metszéspontjara vonatkoz6 tiikrozések utan 1étre-
jonnek a megfeleld metszéspontok.

Az a) esetben a megoldas (ha van) egyértelmd, a b) esetben legfeljebb négy nem egy-
bevdgé megoldast kaphatunk.

Vegyiik fel az F pontot az AB szakaszon ¢

ugy, hogy DF parhuzamos legyen BC-

vel. (Lasd az abrat!) Mivel AC = BC,

ezért AD = DF. Az EBDF négyszog két D

szemkozti oldala (BE és DF) parhuza-

mos és egyenld, igy a négyszog parale- B
logramma. A paralelogramma atléi fele- A F

zik egymast, tehat DM = ME.

Pont koriili elforgatas

Alapszerkesztések. A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!
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2664

2665

2666

2667.

2668

198

. Alapszerkesztések. A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

. Alapszerkesztések. A szogek szerkesztésére nézve 1dsd a 2144-2146. feladatokat!

. Alapszerkesztések. A szogek szerkesztésére nézve 14sd a 2144-2146. feladatokat!

a) Az egyesitett sikidom egy olyan
rombusz, amelynek van 60° nagysé-
gl belsd szoge. Lasd a 2589. felada-
tot!

b) Az egyesitett sikidom egy konkav
tizenkétszog (hatdgu csillag), amely-

nek mindegyik oldala % cm hosz-

szu. Lasd a 2629/b) feladatot!

. Az erdeti hdromszog Pitagorasz tételé-
nek megforditdsa értelmében derékszo-
gd.

a) Az egyesitett sikidom az abran lat-
haté konkdv négyszog. K =18 cm,
T=12cm>

b) Lasd az el6z6 pontot!

C
4 cm
C’=A
A
C
—cm
A

A
B’
A
1 cm
B
S
9
“ S
p) 01]]
90°R
B’ 3cm C=C" 4cm
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2669. a)

b)

A kozds rész egy deltoid (a 2669/1. ab-
rdn A’BCM), amelynek szogei: 45°, 90°,
90°, 135° oldalainak hoszsza pe-
digg A’'B=BC=4cm, A'M=MC=

=(4ﬁ—4) em ~1,65 cm. k~ 11,31 cm,

t= 4-(4&—4) cm? = 6,63 cm>.

Az  egyesités egy  tengelyesen
szimmetrikus konkav hatszog
(a 2669/1. abran ABC’D’MD), amely-
nek négy oldala 4 cm, két oldala pe-

dig (4—(4&—4))cm=(8—4\5)cm

hosszi. A belsé szogek kozott négy de-
rékszog van, egy szog 135°-os, egy pe-
dig 225°-o0s.

K=4-4cm+ 2.(8—4ﬁ) cm =

(32 - 86) cm = 20,7 cm. Az egyesitett

teriilet megkaphato, ha a két négyzet te-
riilletének  Osszegébdl  levonjuk  az
ily moddon kétszer szdmolt kozos
rész teriiletét, tehdt T=32cm’—t=
~ 25,37 cm>.

A ko6z0s rész egy szabdlyos nyolcszog,
az egyesités pedig egy egyenl$ oldald
konkav tizenhatszog (nyolcdgu csillag).
Hatdrozzuk meg mindkét sikidom ol-
daldnak hosszét. Jelolje a 2669/2. abran
lathaté AP szakasz hosszét a. Ekkor

2a+ ax/E =4 cm,
ahonnan

4
2+ﬁ

Tehéat az egyesitett sikidom oldaldnak

a= cm=1,17 cm.

D’ C’
45° »C
M
(V2 -4)cm 5°
D e 150 B=B
A

2669/1. dbra

D
D C
45°
A’ c
45° an/2.
A @ pN 04 B
5

2669/2. dbra

hossza a = 1,17 cm, a k6zos rész oldaldnak hossza pedig aﬁ =1,65 cm. Igy a ko-

z0s rész Keriilete:

k=8-1,65cm=13,2cm,

az egyesités keriilete pedig

K=16-1,17cm = 18,72 cm. A koz0s rész teriiletét megkapjuk, ha a négyzet terii-
letébdl kivonjuk négy darab a befogéju egyenlGszari derékszogli haromszog terii-

2

letét. fgy =16 cm® — 4-%-- 16 cm? — 2,74 cm® = = 13,26 cm?. Az egyesitett sik-
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idom esetén a négyzet teriiletéhez hozz4 kell adnunk a kozos résznél levont teriiletet,
igy T= 16 cm® + 2,74 cm? = 18,74 cm?.

2670. A 2504. feladat alapjan a fokokban mérve o nagysagui kozépponti szoghoz tartozo r su-
gart korcikk kertilete:

K=21+7--%|
360°

teriilete pedig

T=rr

360°°
a) A metszet kozépponti szoge 90°, igy
k=2r{1+2]=10,71 cm, r=r>Z~7,06 cm®.
4 4
Az egyesités kozépponti szoge 150°, igy

k=214 )~1385cm, T=r2F 1178 cm?.
12 12

b) A metszet kdzépponti szoge 75°, igy
k=2 1427|2992 em, 1=r2 2" =589 cm?.
24 24

Az egyesités kozépponti szoge 165°, igy

K=21+ 97 ) 1463 em T=r2 % 1295 cm?.
24 24

c) A metszet kozépponti szoge 30°, igy
k=2r{ 1+ 2 |=757 em, 1=r> 2 <235 cm>.
12 12

Az egyesités kozépponti szoge 210°, igy

E

K=201+2F =17 em, T=r2"" ~16.49 cm?.
12 2

d) A két korcikknek nincs metszete.
Az egyesités kozépponti szoge 240°, igy

K =2r(1+2?”] ~18.56cm, T =r22?”z 18,84 cm?.

2671. Lasd az abrat!
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2672. Lasd az abrat!

2673. Lasd az abrakat!
a) L
NN

a b 4
2674. A kérdéses ponthalmaz az AB szakasz felezGmerSlegese.

2675. Legyen a két szakasz AB és CD. Ha AB-t szeretnénk CD-re forgatni, akkor két lehetd-
ségiink van: A - C és B — D, illetve A - D és B — C. Az el6z6 feladat alapjan az
egymdsnak megfeleld végpontok dltal meghatdrozott szakaszok felezGmerdlegeseinek

kozos pontja lesz a forgatds kozéppontja. (Lasd az alabbi két abrat!)
0,B=0D, 0A=0,C 0,A=0,D, 0,B=0,C

2676. Az el6z6 feladat alapjan az egymdsnak

megfeleld pontok dltal meghatdrozott
szakaszok felezOmerdlegeseinek kozos
pontja lesz a forgatas centruma. A két
haromszog koriiljardsanak meg kell
egyeznie, ezért harom megolddsa van a
feladatnak. Egyik lehetséges megoldas
az 4abran lathato.
(A kovetkezd feladat kapcsan bizonyit-
juk 4ltaldnosabban, hogy a harom sza-
kaszfelez6 merdlegesnek van kozos
pontja.)
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26717.

2678.

2679.

2680.

2681.

2682.

202

A forgasi kozéppont meghatdrozdsa az

el6z6 két feladat médszerével torténik.

Belatjuk, hogy a hirom szakaszfelezd B A
merdlegesnek valéban van kdzds pont-

ja. Legyen O az AA’ és CC’ szakaszok A’
felezGmerdlegeseinek kozos pontja. (O -
l1étrejon, ugyanis a feltétel értelmében
AC és A’C’ nem parhuzamosak.)

Az ACO és A’C’O haromszogek megfe-
lel6 oldalai rendre megegyeznek, a két 0
hiromszog tehdt egybevdgd. Ebbdl

adédéan OAC = OA’C’ ¥. A feltételbdl kapjuk, hogy CABI= C’A’B’ ¥, igy OAB és
OA’B’ hiaromszogek egybevagdak, ugyanis AB=A'B’, OA = OA’ és OAB3I= OACJ+
+ CABY=0A’C’3+ C’A’B’3=0OA’B’ 4. Ez viszont azt jelenti, hogy OB = OB’, azaz
a BB’ szakasz felez6merdlegese illeszkedik az O pontra.

a) Az AB szakasz f61é irt Thalesz-korbdl az AB felezGmer6legese metszi ki az elGjel
miatt egyértelmtien meghatdrozott pontot.

b) AB felez6pontja a megfeleld pont.

¢) A pozitiv koriiljarasi irdnyd ABC szabalyos haromszog C csicsa a megfeleld pont.

d) Lasd az el8z6 pontot!

e) Azon pozitiv koriiljarasi irdnyd ABC egyenl§ szdrd haromszog C csucsa a megfeleld
pont, amely hdromszégben az alapon fekv6 szog nagysaga 75°.

f) Azon negativ koriiljarasi irdnyd ABC egyenld szard hdromszog C cstcsa a megfe-
lelS pont, amely haromszogben az alapon fekvé szog nagysaga 67,5°.

A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

Az a egyenes P kortili +60°-0s a’ elfor- B/
gatottjdnak és b-nek a kozos pontja a
haromszog mdsodik csicsa (B). Ezt P
koriil —60°-kal ,,visszaforgatva” kapjuk
az a egyenesen az A csucsot. (Lasd az

dbrat.) P @\’

A

Az el6z6 feladat médszerével szerkeszthet§ olyan PAB egyenl§ szard derékszogl ha-
romszog, amelynek A és B csticsa az adott egyeneseken van. (A forgatds szogének
nagysdga most 90°.) P-t az AB egyenesre tiikrozve kapjuk a négyzet negyedik csuicsat.

Jeloljiink ki a k6zépsd egyenesen egy pontot. Innen 14sd a 2679. feladatot!
A szabdlyos hdromszog a 2679. feladat mdédszerével szerkeszthetS. Ha az adott szog ki-

sebb 60°-ndl, akkor két nem egybevdgd megoldds van, ellenkezd esetben a megoldas
egyértelmd.



GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

2683. A szabalyos haromszog kozéppontjabol
a csticsokhoz huzott szakaszok 120°-os
szoget zarnak be, ezért az egyik szog-
szar adott pont koriili 120°-os elforga-
tottjdnak és a mdsik szogszarnak a ko-
z0s pontja lesz a szerkesztend6 harom-
szog egyik csucsa. Ezt a csticsot mind-
két irdnyban 120°-kal elforgatva kapjuk
a masik két csiicsot. (Lasd az abrat!)

2684. Jelolje o a szerkesztend§ haromszog
szarainak szogét. Az e egyenes P koriili
o szogl elforgatottjdnak és az adott
kornek k6zos pontja lesz az alap egyik
végpontja. Az alap masik végpontja az e
egyenes azon pontja, amelynek képe a
tekintett kozos pont. (Lasd az &brat!)
A forgatds mindkét irdnyban elvégezhe-
t8, a megoldasok szdma attdl fiigg, hogy
a kapott két képegyenesnek és az adott
kornek hany k6zos pontja van.

(A szogek szerkesztésére nézve lasd a
2144-2145. feladatokat!)

2685. a) A k, kor tetszéleges P pontja koriil a k, kort 60°-kal elforgatva (mindegy milyen
irdnyban) egy olyan k,” kort kapunk, amely a Q pontban beliilrél érinti a k; kort.
(Lésd a 2685/1. dbrét!) Ha R jeldli azt a k,-re illeszkedd pontot, amelynek a tekintett

forgéassal kapott képe Q, akkor a POR haromszog megfelel a feladat feltételeinek.
Ezt a haromszoget O koriil tetsz8legesen elforgatva az eredetivel egybeviagd megol-
dédsokat kapunk.

b) A feladat megolddsa az a) esethez hasonldan torténik, csak most k, tetsz6leges P
pontja koriil 90°-kal kell k,-et elforgatnunk. Két nem egybevagdé megoldast kapunk.
(Lasd a 2685/2. abrat!)

£ 0

N/

2685/1. dbra 2685/2. dbra
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2686.

2687.

2688.

2689.

2690.

2691.

2692.

2693.

2694.
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A szerkesztés az el6z6 feladat kapcsan leirt mddszerrel hajthat6 végre a korok tetszdle-

ges elhelyezkedése esetén is. Az el6z6 feladat jeloléseit haszndlva a megolddsok szdma
attdl fiigg, hogy a k, kiszemelt pontja koriili (mindkét irdnyban végrehajtott) forgatdsok

utdn k,’-nek és k;-nak hdny kozos pontja van.

A két tengelyes tiikrozés egymdsutinja forgatds, amely szogének nagysdga a tengelyek
altal bezart szog kétszerese, irdnya pedig a tengelyes tiikrozések sorrendjétdl fiigg. A c)
esetben a két tengelyes tiikr6zés egymdsutinja kozéppontos tiikrozés.

Mindkét tengely illeszkedik a forgatds centrumdra, az altaluk bezart sz6g nagysdga a
forgdsszog nagysdgdnak fele. (A tengelyeket ezen feltételek teljesiilése mellett tetszdle-
gesen vehetjiik fel.) A tiikr6zések sorrendje a forgatds irdnyatdl fiigg.

Az ered§ forgatds kozéppontja mindegyik esetben az O pont, szdge pedig
a) +15% b) +60°; c) +60° d) -30°.

a) A’(=5;-2), B'3; 1), C'(-2:8) b) A’(2;-5), B'(=1;3), C'(-8;-2)
c) A’(5;2), B'(=3;-1), C’'(2;-8) d) A’(5;2), B'(=3;-1), C'(2;-8)

a) Origé koriili +90°-os forgatds.

b) Origé koriili —90°-os forgatas.

Mindegyik esetben két lehetéségiink van. A megfelel§ pontok koordinatdi az el6z8 két
feladat alapjan konnyen adédnak.

a) (—4;2) vagy (4;-2) b) (6;5) vagy (—6;-5) c) (1;0) vagy (-1;0)
d) (5;-4) vagy (-5;4)

A forgatds centruma mindegyik esetben a sokszog kozéppontja, a megfeleld pozitiv
forgdsszogek pedig

a) 0°,120°, 240°; b) 0°,90°, 180°, 270°;

c) 0°,72°,144°,216°, 288°; d) 0°,60°, 120°, 180°, 240°, 300°;

e) k-360 ,ahol k=0;1;2;..;n—1.

a) igaz b) hamis c) hamis d) igaz e) hamis f) igaz
g) igaz h) hamis i) igaz Jj) hamis k) igaz [) hamis
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2695.

2696.

2697.

2698.

2699.

sikidomok
tengelyesen szimmetrikus (

R DR
N D

forgasszimmetrikus

kozéppontosan szimmetrikus

Legyen két, a feltételeknek megfeleld
szakasz AB és CD. Az AB szakasznak a D B
négyzet kozéppontja koriili 90°-os elfor- B’
gatottja, A’B’ merSleges AB-re, és igy c
parhuzamos CD-vel. Viszont ekkor az
A’CDB’ négyszog paralelogramma, igy A’
AB =A’B’ = CD. (Nyilvan akkor is igaz
az 4llitds, ha A’B’ egybeesik CD-vel.)

Legyenek a szemkozti oldalegyeneseken adott pontok A és B, illetve C és D. C-bél al-
litsunk merdlegest AB-re, majd mérjiik fel erre C-b6l az AB tavolsdgot. Az igy kapott
CD’ szakasz merbleges AB-re és vele egyenld hosszi, igy az el6z§ feladat allitdsa
alapjan a DD’ egyenes a négyzet egyik oldalegyenese. Erre az egyenesre A-bdl és B-bdl
merdlegest allitva kapjuk a négyzet masik két oldalegyenesét, a negyedik oldal pedig C-
re illeszkedik és DD’-vel parhuzamos.

Ha D egybeesik D’-vel, akkor a feladatnak végtelen sok megolddsa van.

Forgassuk el C koriil a BPC haromszo-
get —60°-kal. (Lasd az 4brat!) Ennél a
forgatisndl a B képe A, és mivel
APC3=APB3=060° ezért P képe az
AP szakasz azon P’ pontja, amelyre
PP’ = PC. A BPC haromszog képe tehat
az AP’C haromszog és igy

PA=PP’+ P’A=PC+PB.

Jelolje A az A csticsnak a BC oldal F
felezGpontjdra vonatkozd tiikorképét.
Forgassuk el az AA’C hdromszoget az A
pont koriil 90°-kal az dbran lathaté mé-
don. Mivel AG=A'C=A"E és a forga-
tas miatt AG parhuzamos A ”E-vel, ezért
az AA”EG négyszog paralelogramma.
Igy

d=EG=AA"=AA"=2-AF.
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2700. El6bb belétjuk, hogy egy szabélyos ha-
romszogbe beirt szabdlyos hdromszog
kozéppontja egybeesik az eredeti ha-
romszog kozéppontjaval. Forgassuk el
az eredeti hdromszoget a kozéppontja
koriil 120°-kal. Ennél a forgatdsndl az
eredeti haromszog képe 6nmaga, a beirt D
haromszog pedig egy olyan szintén az
eredeti hdromszogbe irt szabdlyos ha-
romszogbe transzformalddik, amelynek
oldalai parhuzamosak az elGszor beirt haromszog oldalaival. Ez viszont csak akkor tel-
jestilhet, ha a beirt hdromszog is 6nmagdra transzformalddik a forgatds sordn, azaz 6 is
a kozéppontja koriil fordult el.
A szerkesztés az el6z4 allitds alapjan konnyen adddik. Vegyiik fel a 4 cm oldald szaba-

lyos haromszoget és kicsinyitsiik a kdozéppontjabol %—ére. A kapott kis hdromszoget a

kozéppont koriil forgassuk el dgy, hogy csticsai a nagy haromszog oldalaira essenek.
(L4sd az abrat!)

2701. A feladatbeli 4llitds felhaszndldsdval konnyen adédik a szerkesztés. Forgassuk el az at-
16k metszéspontja koriil a paralelogramma egyik oldalegyenesét 90°-kal. A képegye-
nesnek a szomszédos oldalegyenesekkel alkotott metszéspontjai a négyzet két szem-
kozti csticsdt adjak. Innen a feltételnek megfeleld négyzet mar egyszertien adodik.

2702. A rombuszra tett feltételbdl és a rom- D
busz szimmetridjabol adédéan a metszet
szabdlyos nyolcszog.
c
, 909 ,
D ) c B
T
B

2703. Az adott csticsnak a kozéppont kortili +120°-os illetve —120°-os elforgatottjai lesznek a
haromszog hidnyz6 csucsai.

2704. Az egyes forgatdsok utdni helyzet és a megoldds az abran lathato.
Alaphelyzet 1. 2. 3. 4. Megoldas

e e e e
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2705. A P-ben egymast metsz6 két hdr csak

akkor lehet egyenld hosszu, ha a kor P- '

re illeszkedd dtmérdjére nézve szimmet- ‘
rikusan helyezkednek el. A tekintett at- Av
mérére P-ben mindkét irdnyban az abra-

nak megfelelGen 45°-0s szdget felmérve
adédik a két har.

Parhuzamos eltolas

2706. Egyenldek: 2. és4.; 3.és 6.
Ellentettek: 1.és3.; 1.és6.; 2.és5.; 4.és5.

2707. YA
e)

iy 9]

a)

%

b)

d)

2708. A végpontok
koordinatai:

a) (=5;2)

b) (-4;3)

c) (=6;3)

d) (-8;6)

e) (=7;-3)

N (25-2)
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YA
6
d) \\\ 5
N
4
c) b) B |,
A NN
Ty
N A
987654321 ] 12343 67 g X
S y
e) 3 \\‘
\\‘ . ™~
N
-5
2709. | A végpontok
A o koordinatai:
// a) 4;5)
e / b) (2:5)
/16 / c) (5:8)
5 b 14 d) (0;9)
/1 e) (10;3)
e)
3 ) (=3;-4)
M, / f
/
g /
—9—8—7—6—5—4—3—2—11Ai S 3 4 5 6 1/8 o 0%
)
. 3
/) .
/ =5
/ -
/ -7
-8

Altalanosan, ha egy origé kezdSponti vektor végpontja (x5 ¥o)» akkor a vele egyenld,
(a; b) kezdGpontu vektor végpontja (x, + a; y, + b).
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2710.

YA
10

d)

b) a)

c)

e)

NS w A N S O

)

o

-15-14-13-12-1INJ0 -9 -8 -7 -6 -5 4 -3 -2 -1 2 3 4 5

A végpontok koordinatai:
a) (=57 b) 6:7) ¢ (7156) d) 3;10) e (=154) ) (=2:3)

P

%
Az AB -ral egyenld, origé kezdSponti vektor végpontja az el6zG feladat alapjan

%
(6; —6). Az AB ellentettjével egyenld, origd kezdSponti vektor végpontja igy (—6; 6).

Innen az el6z6 feladat alapjan adédnak a fenti értékek.

—a
a) |2—>
b) —2a !
)i 3a
—a
d) ¢
1
_Za
e) <
3
_§a
f) —
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2712.

2713.
2714.
2715.
2716.

210

@) b
b i
N>
b
c) a d)
N
fso> °
b

Alapszerkesztések.

Alapszerkesztések.

Alapszerkesztések.

a) A kozos rész egy az eredetihez hasonlé rombusz, amelynek oldala fele olyan hosz-
szu, mint az eredeti rombuszé. (Pl. AM, kdzépvonal az ACD hdromszogben. Lasd
még a 2649. feladatot!)

Az egyesités egy konkdv nyolcszég (ABM,B’C’D’M, D), amelynek oldalai 4 cm és
2 cm hosszuiak.

Jelolje rendre k €s t a kozos rész, K és T az egyesités keriiletét és teriiletét. Mivel a
tekintett rombuszt rovidebb atlgja két egybevago szabdlyos haromszogre vagja szét,

2
ezért a teriiletek a 2446. feladat alapjan szamolhaték. =2 2 ;/g cm?=
2

=2x/§ cm?’ = 3,46 cm?; T=2- 4 ;/g cm? —2x/§ cm? = 6x/§ cm? = 10,39 cm?;
k=8 cm; K=24 cm.

b) A kozos rész egybevagd az a) pontban kapottal. Az egyesités most is egy konkdv

nyolcszog, amelynek keriilete és teriilete megegyezik az a) pontbeli egyesités kerti-
letével és teriiletével.

D
Ry, R A c
A Ml <> M2
A 5 C C’ A’ C’
MZ
B B’ B’
2716/1. dbra 2716/2. dbra



GEOMETRIAI TRANSZFORMACIOK

2717.

2718.

A kozos rész egy olyan rombusz,
amelynek szogei 60° és 120°-osak, ol-
dala pedig 4 cm hosszi. Az egyesités
egy hatszog (AB’C’D’EF).
Az el6z6 feladat alapjan F
2
t:2-4 f cm? :8x/§cm2 =~
~13,85 cm”. A B=A" B
A keriiletek:
k=16cm, K =32 cm.
Az 4brardl leolvashatd, hogy az egyesi-

tett teriilet 6tszorose a kozos rész terii-
letének, igy

T = 404/3 cm? = 69,25 cm?.

Mivel a szabdlyos haromszdg magas-
sdgpontja harmadolja a magassagot,
ezért a képharomszog egyik csucsa a
magassagpont lesz.

A koz0s rész szabdlyos haromszog, A

amelynek oldala harmad olyan hosszi, A B
mint az eredeti haromszogé, az egyesi-
tés pedig az dbran lathaté konkdv hét-
sz0g. A 2446. feladat alapjén a teriiletek A’ B’

IR
3

4

4 3
4

m? =~ 2,31 cmz,

T=2- cmz—t:8x/§cm2—%\/§cm2:? 30m2z11,54cm2.

A harmadolédsbdl adédéan AM, =M M, =M,B =% cm és A’M, =M2B’=§ cm.

(Lasd az dbrat!) Igy
k=4cm, K=5-4cm=20cm.
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2719.

2720.

2721.

2722,

2723.

212

Az adott szog szogfelezGjére, annak tet-
sz6leges pontjaban allitsunk merdlegest,
majd erre a metszéspontbél mindkét
irdnyba mérjiik fel az adott szakasz
hosszanak felét. A kapott végpontokra
illeszkedd, a szogfelez&vel parhuzamos
egyenesek metszik ki a szogszdrakbol a
szerkesztend§ szakasz végpontjait. Ez
utébbi dgy is fogalmazhaté, hogy a
megfelelen felvett AB szakaszt az

e 3 i
AA’=BPB’ -ral eltolva kapjuk a kivant
szakaszt. (Lasd az dbrat!)

Szerkessziink a hdromszog kiszemelt
pontjan at parhuzamost az eltolds irdnydt megad6 egyenessel. Ha a hdromszog kisze-
melt pontja P, és a parhuzamos egyenesnek a masik adott egyenessel vett metszéspontja

%
0, akkor az eltolds vektora PQ. (Ha Q nem jon létre, akkor a feladatnak nincs megol-
dasa.)

Szerkessziink az adott szakasz végpont-
jain keresztiil parhuzamost a sz0gsza-
rakkal. Ha a parhuzamosok metszés-

%
pontja Q, akkor AB-t a QP -ral eltolva
kapjuk a megfelel6 A’B’ szakaszt.

S
(QP=AA=BB’)

Szerkessziink az adott szakaszhoz olyan, az adott korrel egybevagd koroket, amelyek-

nek az adott szakasz hirja. (Az adott szakasz felez&merdlegesének a végpontoktol

4 cm-re levé pontjai lesznek a tekintett korok kozéppontjai.) Ha a kapott korok kozép-
— —

pontjai O, és O,, akkor az AB szakasznak az O,0 -ral, illetve az 0,0 -ral eltolt képe

lesz a két megfeleld hiir. (Lasd az 4brat!)

B, N

ol |

¢ | o o,
& A A

Az el6z6 feladat szerkesztési médszerének felhasznaldsdval toljuk el az adott szakaszt
ugy, hogy az adott kornek hurja legyen. Az eredeti és az eltoldssal kapott szakasz vég-
pontjai altal meghatdrozott paralelogramma 4atléinak metszéspontja a megfelelé pont.
Két megoldast kapunk.
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2724.

2725.

2726.

2727.

2728.

A korcikk OP hatdrol6 sugardra O-bdl
mérjiink fel 3 cm-t. (Lasd az dbrat!) Az
igy kapott A ponton keresztiil hizzunk
parhuzamost az OQ sugdarral. Ennek a
korivvel vett A’ metszéspontja lesz a
megfeleld szakasz egyik végpontja. O-t

%
az AA’ -ral eltolva kapjuk az OQ sugi-
ron a szakasz mdsik végpontjat (O’).

Vegyiink fel a pdrhuzamosok kozott egy
4 cm hosszu szakaszt, majd ennek egye-
nesét toljuk el gy, hogy illeszkedjen az
adott pontra. (Ldsd az éabrat!) A fela-
datnak mindkét esetben két megolddsa
van.

%
Toljuk el a ¢ egyenest a BA-ral. (Ez
torténhet példaul gy, hogy B-bdl c-re
merdlegest allitunk, az igy kapott T talp-

%
pontot eltoljuk a BA -ral, majd a T’ kép-
ponton keresztiil parhuzamost szerkesz-
tiink c-vel.) ¢’ és d koz6s pontja lesz a

D csucs, ennek A_l>3 -ral valé eltoltja a C
cstcs. (Lasd az 4dbrat!) Nem kapunk
megoldast, ha ¢’-nek és d-nek nincs ko-
z0s pontja, illetve ha a D k6z6s pont il-
leszkedik az AB egyenesre. Ha ¢’ és d
egybeesik, akkor végtelen sok megoldas
van. Az el6z6 specidlis esetek kivételé-
vel a megoldés egyértelmd.

Az é&bran lathaté AED héaromszog olda-
lai adottak, tehat szerkeszthet6. A DE
oldalt az AE-vel parhuzamos, ¢ hosszu-

sdgt DC =EB vektorral eltolva adédik
a B és a C csucs. Egyértelmi megoldést
kapunk, ha az AED haromszdg szer-
keszthet6. (Lasd még a 2360/d) és a
2364/a) feladatot!)

0
0’
(0] A
A
P
B B, B, f
M, b
A A A, ¢
M, 0
C
B
D,
T
d c’ c
D ¢ C
d b b
A a-c¢ E, B

Két parhuzamos egyenesre torténd tiikrozés egymasutdnja parhuzamos eltolds, amely-
nek vektora merdleges az egyenesekre és hossza az egyenesek tdvolsdganak kétszerese.
Az eltolds irdnyat a tiikrozések sorrendje hatdrozza meg.
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2729.

2730.

2731.

2732.

2733.

2734.

2735.

2736.

214

A feladatbeli eltolas elGéall barmely két olyan tengelyre vonatkozé tiikrozés egymas-
utdnjaként, amely tengelyek merdlegesek a tekintett szogfelezdre és tdvolsdguk a szog-
felez6 hosszdnak fele. Az eltolds irdnydt a tengelyes tiikrozések sorrendje hatdrozza
meg.

A két kozéppontos tiikrozés egymadsutdnja parhuzamos eltolds, amelynek vektora

— —
2 - AB vagy 2 - BA att6l fiigg6en, hogy melyik pontra tiikkroziink elGszor.

Péld4ul az A és a B pont megfelel, de megfelel barmely két olyan pont, amelyek altal
meghatarozott egyenes parhuzamos az eltolds vektoraval és tavolsdguk fele akkora,
mint az eltolds vektordnak hossza. A tiikr6zések sorrendjét az eltolds irdnya egyértelm-
en meghatdrozza.

Két parhuzamos eltolds egymasutanja v,
parhuzamos eltolds, amelynek vektora a
két eltolds vektordnak osszege (lasd az
abrat!). Az eltoldsok sorrendjének fel-
cserélésével is ugyanazt az eredd elto-
l4st kapjuk.

Végtelen sok megfeleld felbontés 1étezik, és ezen felbontdsok az eltoldsok sorrendjétsl
fiiggetleniil ugyanazt az adott ered§ eltoldst hatdrozzdk meg. Az adott eltolds vektora-
nak egy-egy megfeleld felbontdsa az dbrdkon lathato.

a) b) v,
v
v S Y3
Vi
v
v
c) V3
V) \{
Vi Vs
v

Ha v a tekintett eltolds vektora, akkor v =AX’ = B?’ = sz’ . Ha v kezd&pontja az origo,
akkor a 2709. feladat alapjan v végpontja (a,”’—0;a, —2)=(b,’ +4;b,” +3)=
=(c;”=9;¢,” =2),ahol A’(a,’; a,’), B'(b,’; b,7), C'(c;’5 ¢))).

a) (5;0) b) (0;-2) ¢ (2,2 d) 94 e) (-2;-2) ) (2-5)

Ha A(aj;a,), B(b;b,), C(c;;cy), akkor A’(a,-3;a,+2), B'(b,—3;b,+2),
C'(c; —35¢c,+2).

a) A’(=3;2), B'(-1;6), C'(-8;1) b) A’(1;3), B'(-3;7), C’(-5;2)

c) A(0;-2), B'(-2;5), C’(-8;3) d) A°(=1; 1), B'(=1;-2), C(0;9)

Egymas parhuzamos eltoltjai: 1. és 3.; 2. és 7.; 4. és 6.
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2737.

2738.

2739.

2740.

2741.

2742.
2743.

2744.

a) igaz b) hamis c) igaz d) igaz e) hamis f) hamis
g) igaz h) igaz i) igaz

%
Az egyik kort az 0,0, -ral eltolva a mésik kort kapjuk. Ha a tekintett szakaszok parhu-
zamosak O,0,-vel, akkor az eltolds egymdsnak megfelel6 pontjait kotik Ossze, igy
sziikségképpen ugyanolyan hossziiak, mint az 0,0, szakasz.

Az tttesten merSlegesen kell athalad-
nunk, igy arra kell torekedniink, hogy az
uttesten kiviili it minimélis legyen. En-
nek a minimdlis dtnak a szerkesztése
végett toljuk el az A pontot az dbran lat-
— -
haté6 EF -ral (EF =AA’). Az A’B sza-
kasz kimetszi f~-bll azt az M, pontot,

ahol az qttestet el kell hagyni, és igy a
minimdlis Gt az AM,M,B torottvonal.

(Az tttesten kiviili it hossza AM, + M|B=A’B.) A megszerkesztett 1t minimalitdsa
konnyen adddik a haromszdg-egyenldtlenségbdl, ugyanis ha M|’ és M, tetsz8leges M-
t61 és M,-t6l kiilonbozd atkelési pontok, akkor

AM, +M'B=A'M; + M;'B>A’B=A'M, + M,B =AM, + M,B.

Lasd a 2645/¢) feladatot!

Alakzatok egybevagésaga. Vegyes feladatok

Sikmozgasok: b) c) d) f) h) i) 1)
Iranyitasfordité transzformacidk: a) e) g) j) k)

Térmozgasok: b) c¢) d) e) g)

Mind a négy eset kovetkezik abbdl a tételbdl, hogy két haromszog egybevagd, ha meg-
felel§ oldalaik hossza egyenld. Ha a az oldal hossza, m a magassidg hossza, r pedig a
beirhat6 kor sugardnak a hossza, akkor Pitagorasz tétele alapjan

ax/g_ m_ a3

m= ) y=—= S

2 3 6

és a szabdlyos hdromszog silyvonala egybeesik a magassdggal. (Ldsd még a 2347. és
2528. feladatokat!)

a) A feltételbdl kovetkezik, hogy a két hdromszog alapon fekvd szdgei is megegyez-
nek.

b) A 2744/1. dbran lathaté BCT, és B’C’T,’ haromszdgek egybevidgdak, ugyanis meg-
egyeznek két oldalban és a nagyobbikkal szemkozti szogben. Viszont ekkor y= 7,
igy az el6z§8 pont alapjan teljesiil az allitas.
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2745.

2746.

2747.

216

c)

c)

d)

a)
b)

c)
d)

a)

b)
c)

A A’ A A
T, 7,
7 y B\ A B\ A
B C B C’ B 1, CB 1, C
2744/1. dbra 2744/2. dbra

Az alaphoz tartozé magassdg felezi az alapot, igy a 2744/2. dbran lithaté ABT, és
A’B’T,” haromszdgek egybevagok, ugyanis megegyeznek két oldalban és a kdzbe-

zart szogben. Viszont igy AB = A’B’, tehét a két egyenld szard haromszog oldalai
rendre megegyeznek, amibdl adddik az llitas.

Egybevagosagi alapeset.
A 2744/2. dbran lathato ABT, és A’B’T,’ hdromszdgek most is egybevadgdak, ugyan-
is megfelelS szogeik megegyeznek és AT, = A’T,’. Innen ldsd a ¢) pontot!

Egybevagésagi alapeset.

A két derékszogli haromszog megfelels szogei megegyeznek és egy-egy befogdjuk
is egyenld.

Egybevagosagi alapeset. (A két haromszog megegyezik két oldalban és a nagyob-
bikkal szemkozti derékszogben.)

Atfog6jabol és atfogbhoz tartozé magassdgabdl a derékszogli haromszog egybeva-
g6sag erejéig egyértelmien szerkeszthetS (lasd a 2348/c) feladatot), ugyanis a létre-
jOv6 négy haromszog koziil barmelyik atvihetd barmelyik masikba vagy tengelyes,
vagy kozéppontos tiikrozéssel.

Két-két oldal és a kdzbezart szogek megegyeznek.

Az atfogéhoz tartozé magassag hossza az atfogé fele, igy lasd az el6z6 feladat d)
pontjat!

Lasd az el8z6 pontot!

A koré irhat6 kor sugara ugyanolyan hosszi, mint az dtfogbéhoz tartozé magassag,

P

igy lasd az el6z4 két pontot!

Igaz, ugyanis a feltételbdl ad6dik, hogy a két haromszog megegyezik egy oldalban
és a rajta fekvé két szogben, ez pedig egybevagdsagi alapeset.
Nem igaz. A két haromszog hasonld, de nem feltétleniil egybevago.
Nem igaz. Lasd az abrat, ahol AB=A’B’ésAC=A"C"!
A A’
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2748. A két haromszog hasonld, hiszen a feltétel alapjan szogeik rendre megegyeznek. Vi-
szont, ha az adott hossztisagu oldal az egyik haromszogben alap, a masikban szdr, és a
haromszogek nem szabdlyosak, akkor nem egybevagok.

2749. Az OM|T és OM,T hiromszdgek egybe-
vagéak, ugyanis megegyeznek egy ol-
dalban (OT) és a rajta fekvd két szogben

(900, ﬁj.
2

2750. Bocsdssunk merdlegest C-bdl az AB
szakaszra az dbrdnak megfelelGen, a
merGleges talppontja legyen 7. Az dbran
azonosan jelolt szogek egyenlSek, vala-
mint GA = AC és CB = BF, igy az AGD
és a CAT, valamint a BCT és az FFBE ha-
romszdgek paronként egybevigdak.
Ebbdl adddik, hogy AD = CT = BE.

2751. A b) éllitasbdl nyilvanvaléan kovetke- D
zik a), igy a masodik allitast 14tjuk be
elészor. AB = AG, AC = AE és EAB= ¢
= CAG3=90° + a. (Lasd az abrat!) Mi-
vel az ABE és AGC haromszogek meg-
egyeznek két oldalban és a kozbezart A
szogben, ezért egybevagdak.

AE-AC

. Mivel az ABE ha-

¢) Typp =

romszdg egybevagd az AGC harom-
szoggel, ezért

Typp+ Tyoe=AE-AC=T,pp

2752. Az egyenesnek illeszkednie kell a haromszog egyik csticsara. Erre az egyenesre nézve a
feltétel értelmében a haromszog tengelyesen szimmetrikus, tehat egyenl$ szard.
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2753. Az alakzatok egy lehetséges felbontdsa az dbran lathato.

2754. A felbontds az abran lathato.

2755. Mivel ABCD hurtrapéz, ezért AD = BC

218

és ADD’ 3= CBB’ 4. Az eltoldsbdl adé-
déan DD’ = BB’.

Az eddigiek alapjdn az ADD’ és CBB’
haromszogek megyegyeznek két oldal-
ban és a kozbezidrt szogben, tehat
egybevagdak. Ekkor viszont harmadik
oldalaik is egyenld hosszdak, azaz
AD’=B’C.
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2756.

2757.

2758.

2759.
2760.
2761.
2762.

2763.

Az AED, BFE és CDF haromszogek
egybevagodak, ugyanis megegyeznek két
oldalban és a kozbezart szogben. Ebbdl
adédéan DE =EF =FD, azaz a DFE
haromszog valéban szabdlyos.

A B

I1. Hasonlésagi transzformaciok

Ko6zéppontos hasonlésag

Alapszerkesztések.

Az a) pontbeli transzformécié helyben hagyja a haromszoget, a b) pontbeli pedig ko-

zéppontos tiikrozés.
Nagyitasok: ¢) f) g) h)
Kicsinyitések: d) e)

Alapszerkesztések.
Nagyitasok: a) b) e) f)
Kicsinyités: d)

A c) pontbeli transzforméacié kdzéppontos tiikrozés.

A Kkeriiletek kétszeresére, a teriiletek négyszeresére ndnek.

Lasd a 2142. feladatot!

Alapszerkesztések. Az eredeti hatszog oldala 3 cm hosszu.

Abbol a ténybdl, hogy mindegyik
csicsbdl felére kicsinyitettiink adédik,
hogy a képek levagasaval kapott harom-
szog oldalai az eredeti haromszog ko-
zépvonalai. Ezek a 2649. feladat alapjan
négy egybevigd haromszogre osztjak az
eredeti haromszoget, és ezen négy ha-
romszog mindegyike az erdeti harom-
szog felére kicsinyitett képe.

El&szor tegyiik fel, hogy a PQ szakasz az AB oldal képe, és PQ # AB. (Lasd az 4brit!)
Ekkor két megfelel$ kozéppontos hasonldsag van, az egyik kozéppontja az AP és a BQ,
a mdsik kozéppontja az AQ és a BP egyenesek metszéspontja (O,, O,). Teljesen ha-
sonlé a helyzet, ha PQ # AB és a PQ szakasz a CD oldal képe.

Ha PQ = AB, akkor két kozéppontos tiikrozés felel meg a feladat feltételeinek, az

egyiknél PQ az AB képe, a masikndl PQ a CD képe.
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C B
C, 0 C,
0 >01
D, P D,
D A

2764. A megoldast az AB oldal esetére adjuk meg.

2765.

2766.

220

Kossiik 0ssze az O kozéppontot az A és B csticsokkal. Az adott szakaszt AB-vel parhu-
zamosan Ugy kell elhelyezni az AOB szdgtartomanyban, hogy végpontjai a szdgszarak-
ra essenek. Ehhez A-bdl mérjiik fel d-t az AB félegyenesre, a mésik végpont legyen D.
(Lasd az abrat!) Az AO-val parhuzamos, D-re illeszkedd egyenes kimetszi BO-bdl a B’
pontot, az A’ pont pedig a B-re illeszkedd, AB-vel parhuzamos egyenes és AO metszés-
pontjaként adédik. Ezutdn C’ az 4brérdl leolvashaté médon szerkeszthet6. Az A’B’C’
haromszog O-ra vonatkozd A”B”C” tiikorképe is megolddsa a feladatnak, tehat két
megoldast kapunk.

A feladat tulajdonképpen azt kéri, hogy egy, az adott szdg szdrait érint§ kort a szog
csucsabol nagyitsunk vagy kicsinyitsiink gy, hogy a kép illeszkedjék az adott pontra.
A szerkesztés az dbrardl leolvashatd. A feltételeknek két kor felel meg (k,, k).

ky

OP| 0P és OR,|O,P

A feladatot csak az a) esetre oldjuk

meg, a tobbire hasonléan torténik a /\
szerkesztés. : :
Vegyiikk fel a BCA szogtartominyba

egy, a szerkesztend6hoz hasonlé tégla- A B

lapot az dbranak megfelelGen ugy, hogy
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2767.

2768.

2769.

2770.

2771.

hosszabbik oldaldnak végpontjai a hdromszog két rovidebb oldaldra illeszkedjenek, és
ez az oldal parhuzamos legyen a haromszog harmadik oldaldval. Nagyitsuk ezt a tégla-
lapot C-bél ugy, hogy a kép megfelelS oldala a haromszog AB oldaléra illeszkedjen.

pay

Lasd az el8z6 feladatot! Harom kiilonb6z6 négyzet tesz eleget a feladat feltételének.

A szerkesztés a 2766. feladat modszeré- L. 2.
vel végezhet§ el. Két kiilonbozs elren- —

dezés lehetséges, ezek az dbran l4thatok. 19) -

A 2. elrendezés szerkesztéséhez elGbb

egy 90°-os korcikkbe helyeztiink be az
abran lathaté mddon egy olyan téglala-
pot, amelyben a szomszédos oldalak
aranya 1 : 2, majd a kapott dbrat ,,meg-
feleztiik”.

a) — c) A szerkesztend6 héaromszog-
nek adottak a szdgei, igy tudunk
szerkeszteni egy, az eredetihez ha-
sonlé A’B’C’ haromszoget. Ezek
utdn az adott keriiletet az A’B’C” ha-
romszdg oldalainak ardnydban fel-
osztva megkapjuk a szerkesztend$
haromszog oldalait. A szerkesztés a
2769/1. abrardl leolvashatd. (Lasd
még a 2141-2143. és 2344/c) felada-
tokat!)

d) A szerkesztés az el6z6 pontok méd-
szerével torténhet, most a szer-
kesztendd haromszog a és b oldalat 2769/1. dbra
tudjuk megszerkeszteni. (Lasd még
a 2357/f) feladatot!)

e) A mddszer hasonl6 az el§z6 pontok- 2a’ b’ b’

ban alkalmazott médszerhez. Az a N s

és a b oldal szerkesztése a 2769/2. ¢ _(2a-b)+b

dbréan lithato. =T
f) Lasd az e) pontot! a = %. b

2769/2. dbra

a) Lasd pl. a 2769/a) feladatot! b) Lasd a 2769/d) feladatot!
c) Lasd a 2769/d) feladatot! d) Lasd a 2769/e) feladatot!

Lasd a 2769/a) — ¢) feladatokat!
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2772. Egy-egy lehetséges szerkesztési modszer az dbrdkon lathaté.

a) aA: | b . e

1

d) C

Va

A a T 1 B

Az azonosan jelolt szogek egyenld-
ségébdl adédoan ATC, ~ CTB,,
AT _cr
CT TB’
=AT-TB=a-1=a. gy CT=+a.
(Lasd még a 2778. feladatot!)

ezért azaz  CT?=

2773. Egy-egy lehetséges szerkesztési mddszer az dbrakrdl leolvashatd.

a) a b) b
T I a : :
1

{ o
b
ab K
c) b d)
( ] )
T =
a ‘ b
b b f a t

e)

SR

w‘a,\)

2774. a) r’ =6 cm, a kozéppont szerkesztésére nézve pedig 14sd az abrat!

P 5em O  Sem O PO’ =2-PO=10cm
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27175.

2776.

b) r’=2cm.
5cm
I N 2 10
i) = -
Plilo 5 O PO—3 PO 3 cm
— cm
3
¢) r’=|-15]-r=45cm.
o’ 7,5 cm P 5em O  po’=|-15| PO=75cm
, 1
d) r=|——|'r=1lcm
3
0’5 P 5cm o
— cm
3

a) Kicsinyitsiik a kort a P pontbdl felé-
re az &abranak megfelel6 moddon.
A szel$ B pontja az eredeti és a kép-
kor kozos pontja. Ha A a PB szel6-
nek az eredeti korrel alkotott masik
kozos pontja, akkor AB:PB=
=00’ : 0’P=1:1, ugyanis a tekin-
tett kozéppontos hasonlésagndl az A
pont képe B.

b) A szerkesztés az el6z8 pont mddsze-
rével hajthaté végre, a kozéppontos
hasonlésdgi transzformdcié ardnya

1

3

c) Lasd az a) pontot, az ardny

d) Lasd az a) pontot, az ardny

Ol |

Megjegyzés: Mindegyik esetben két szel§ felel meg a feltételnek, ezek az OP egyenesre
szimmetrikusan helyezkednek el.

Két hasonldsagi kozéppontot kapunk, az egyik a két kor kozos kiilsd, a masik a két kor
kozos belsd érintdinek metszéspontja.

7 2

A koz0s kiilsé érint6k Thalesz tételének alkalmazasaval a 2776/1. dbran lathaté médon
szerkeszthetdk.

Az 0,0,T derékszogi hdromszog szerkeszthetS, hiszen 0,0, és O,T=2 cm adott.
(Lésd pl. a 2348/b) feladatot!) O,T T-n tili meghosszabbitdsdra illeszkedik az E, érinté-
si pont, E,-re nézve pedig O,E, || 0,E,. A masik kozos kiils§ érint6 E,E,-nek az 0,0,
egyenesre vonatkozd tiikorképe.
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2776/1. dbra

A ko6z0s belsd érintSk szerkesztésére nézve ldsd a 2776/2. dbrat! Az 0,0,T derékszogi
haromszdg O,T oldaldra merSleges az egyik kozds belsS érintd, és ennek O,0,-re vo-
natkoz6 tiikkorképe a masik.

2776/2. dbra

Alakzatok hasonlosaga. Vegyes feladatok

2777. Az ébra jeloléseit hasznalva: b :i,
a b b
_ b* . . a—x x
ahonnan x=—. A kis téglalap oldalai a
a
b és x.
a) x=1cm; b) x=1,5cm;

c) x=%cm; d) x=0,5cm.

2778. Az abran azonosan jelolt szogek nagy-
sdga megegyezik, ezért

ATC, ~ CTB, ~ ACB,.

Ezekbdl a hasonldsdgokbdl szép Gssze-
fiiggések vezethetdk le.
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1. ATC, ~ CTB,, amibdl a megfeleld oldalak ardnyara nézve

4 ﬂ, ahonnan m’ = pq.
m. . p

3. CTB, ~ ACB,, ezért

a
—:£, ahonnan a*=c - p.
c a

Hasonléan lathat6, hogy

P=c-q.

2779. Lasd az el6z4 feladatot!

2780. A tablazat iires sorait az alabbi Ossze-
figgések segitségével hatarozzuk meg:

b a
at+b*=c mP+ ¢F = b m
m +p? = a? ,
P
ab=cm(=2-T); c=p+q 3

a* = cp (Ldsd a 2778. feladatot!)
b*=cq (Lasd a 2778. feladatot!)
m?* = pq (Lésd a 2778. feladatot!)

a b c p q m
2 144

5 12 13 2 - L

13 13 13

A N A
5 5 5

5 12 13 2 144 60
13 13 13

6 8 10 3,6 6,4 4,8
=10,83 26 =~ 28,17 % 24 10
20 80 100 12 64 16

3 3 3

2781. A szamitasokhoz felhasznalt Osszefiig-
gések:

c.
d’
+b c+d f

4
b
a

a C e
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f1.14 . . a . . 2
A tablazat harmadik sordban csak az 3 ardny hatdrozhat6 meg.

=Y

a b c d e f
36 66
7 4 9 | =— | 6 | —
7 7
10 60 11 6 8 136
11 11
x 3x 28 4 7 10
7 3
10 30 11 3 » 9
11 14
2782. a) A
RaTE N
. 3
AN | dep
~ l
—6—5——3—4—1 2.3 4N\ 6 7 8 9 10
| 1 |
AV ~
A’(=2;]-2) » ///:(6; _2)
| B(1;13
) ( )
Origé kozéppontu tiikrozés.
YA
b) 4 A’(4: 4)
3
AQ2;2
1

- J

\/

(612~

B(I\-3

\ /

\
w\

S
/
/

—

B(2;-6)

Origé centrumd, 2 aranyud kozéppontos hasonlésag.
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(- 13 AG:2)
4 J
-~
-3 1 \L I

=Y

6 -5 —4 3 — 3 NS 6 7 8 9 10 11 12
1 |
AL \ |/ ~
I s
’ B(1;-3)
4
Origé centrumu, —— ardnyud kozéppontos hasonlésag.
d) YA
4
4,(1;2\ AQ;2
r2) C’(g._i
1 l/ 2 12)
65 A3 2l 0%45@7891011127C
- 4:7
(3. PN ——"T &2
(4" ) B(;5-3)
—4

Orig6 centrumd, 2 ardnyu kozéppontos hasonldsdg.

e) Origd centrumd, k ardnyud kozéppontos hasonl6sdg.

2783. a) A 2;1 , B 1;2 , C _i;_i
2 2 22

b) A(10;4), B(14;8), C(-6;-10)

c) A —é;—% ., B —L—i , C 1;é
33 33 3
o A[-2-3 g -2 10 42
33 3 3 3
g 14) (49 28) (21
5 5 5 5

f A
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2784. a) igaz b) igaz ¢) hamis d) hamis e) igaz f) hamis
g) igaz h) igaz i) hamis j) igaz k) hamis l) igaz
m) hamis n) hamis 0) igaz p) igaz

2785. a) hamis b) hamis c) igaz d) igaz e) igaz f) hamis
g) hamis

2786. Ha a és a’ a két megfeleld oldal, a hasonldsdg ardnya pedig 0 < r < 1, akkora’ =r-aés
a—a’ =a—-r-a=a(l —r)=1m. Ebbdl

1
m és a'=
1-r 1-r

a= m.

a) a=3m, a’ =2 m,; b) a=5m, a’ =4 m,; c) a:%m,a:%m;
d) a=65m, a’=55m.

2787. ABC, ~A’B’C’,, igy a megfelel§ oldalak ardnya egyenld.

AB | BC | AC |AB |BC |AC
10 14 8 25 35 20
1 1,5 2 10 15 20

30 20 40 12 8 16

100 | 210 | 125 4 8,4 5

20 10 5 4 6 3
3

8 9 4 28 (31,5 | 14

2788. A megfeleld oldalak ardnya egyenld, igy ha k az adott keriilet, akkor
x+£+2x+2x =25—x=k,
2 3 6
az oldalak pedig
X; ﬁ; zx; 2x.
23
a) 24m; 1,2m; 1,6 m; 4,8 m
b) 18cm; 9cm; 12 cm; 36 cm
c¢) 67,2 mm; 33,6 mm; 44,8 mm; 134,4 mm
d) 28,8 dm; 14,4 dm; 19,2 dm; 57,6 dm

2789. a) 0,4m; 0,6 m; 0,8 m; 1 m b)

8
8
3

SRR SRV )
=

E:

[N|jw olw

E:

AN I NEENCR N
[N o w

NN

c)%m;im; m;ém d)
7 7 7
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2790.

2791.

2792.

2793.

2794.

Ha az 6tszog oldalainak hossza %; 2%; %Tx; %; x, és a tekintett kiilonbség d, akkor
x=2d.
a) lm;im;im;§m;2m
3 2 5
100 1

b) 25 cm; T cm = 335 cm; 37,5cm; 40 cm; 50 cm

c¢) 44 dm; % dm = 58% dm; 66 dm; 70,4 dm; 88 dm

d) 130 mm; % mm =173% mm; 195 mm; 208 mm; 260 mm

Ha az oldalak aranya r, akkor a teriiletek aranya r°.

a) ? cm €s ? cm; b) 2,5cm és 7,5 cm; c¢) 4cm és 6cm;
d) 40 cm és 0 cm.
9 9

A kertiletek ardnya megegyezik az oldalak ardnydval, a teriiletek ardnya pedig az olda-
lak ardnyédnak négyzetével.

a) 1:4; b) 9:16; c) 25:49; d) 81:121; e) 196:324; f) 529:676.
A felszinek ardnya az oldalak ardnydnak négyzete, a térfogatok ardnya az oldalak ara-
nydnak kobe.

A felszinek ardnya:

a) 1:4; b) 4:25; c) 9:49; d) 25:81; e) 121:81; f) 225:676.
A térfogatok ardnya:

a) 1:8; b) 8:125; «¢) 27:343; d) 125:729; e) 1331:729;

f) 3375:17576.

ABC,, ~D\E,C,, ~ D,E,C, ~ D;E,C,, /C\
ugyanis megegyeznek két-két oldal ara- D, £
nydban és az oldalak altal kozbezart D, E
szogben. Ebbdl adddik, hogy az AB, ‘

D\E,, D,E, és D,E, szakaszok pdron- / EWDS
ként parhuzamosak. A B

A vonalkdzott teriilet meghatarozasa vé-

gett tikrozziik a D,E,C hdromszoget

az E, pontra (Ldsd az dbrit!) Ekkor

2

Tagp, n, = Tanc €s Tp,e,ED, =
=TgpypyE,» € mivel Tppop.p =

T
- < _ Lanc
=Tapp,p, €€t Tp g g,p, = )
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2795.

2796.

2797.

230

Legyen az AD és EB szakaszok met-
széspontja M. Mivel AB =%AC , ezért

BM:%CD:%BE. Messe a CG sza-
kasz a BE szakaszt az M’ pontban. Mi-

vel BC=%, ezért BM’=%=¥.

Masrészr6l viszont BE = %, igy
BM’= %BE .

Kaptuk, hogy BM = BM ’z%BE, ami

csak tgy lehetséges, ha M =M.
A két négyzet M-re nézve kozépponto-
san szimmetrikus helyzetd, az ABFG

négyzet Y ardnyu kicsinyitett képe a
DEBC négyzet.

Az dbra  jeloléseit haszndlva:

ABD, ~AB\D,,, igy == b ahon-
a

a+b
ab .
nan x= Hasonléan EBC, ~
a+b
. y a
~EB,C,., 1{ —=——_, ahonnan
2b,C s 18Y b a+h
ab . ..
y= . A kapott eredményeket 6sz-
a+b

szevetve adodik az allitas.

Legyen BB’ = x.
ACA’, ~ BCB’,, ezért
x_BC
2 AC’
ACC’, ~ ABB’,, ezért
x_AB
3 AC

A kapott ardnyokat 6sszeadva kapjuk, hogy

x, x_AB BC_AB+BC _AC _

3 2 AC AC  AC AC

)

G F
E D
M=M
A B C
E, 4
E
K
B A
b Bl x D\ |C
a
Bl Dl
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ahonnan

x=g=1,2.
5

Altaldnosan: ha AA’ = a, CC’ =b, akkor x = ab .
a+b

2798. Legyen a fa magassdga méterben mérve
h=AB. Az ébra jeloléseit hasznélva az
adatok: | D

B F
AC=18m, CE=2m,
CD=35m, EF=3m. D
Legyen B’ az AB szakasz azon pontja, A C o

amelyre a B’EFB négyszog paralelog-
ramma. Ekkor AEB’, ~ CED’,, amibdl
AB _CD
AE CE’
AB’=h—-EF ¢é CD =CD-EF=
=0,5m, ezért felirhat6 a kovetkezd

addéddan Mivel

egyenlet
h=3_05
20 27
ahonnan
h=8m.

2799. Legyen F a BC oldal és az AE-vel par-
huzamos, D-re illeszked§ egyenes met-
széspontja. AEC, ~ DFC,, igy

CE_AC _,

CF DC

Masrészt BFD, ~ BEP,, ezért
BF BD

BE BP

Mivel F a CE, E pedig a BF szakasz
felez6pontja, ezért BE = EF = FC, ami-
bdl adédéan BC =3 - BE.

2800. Elébb szerkessziink a kivant haromszoghoz hasonlé hdromszoget, majd nagyitsuk
(vagy kicsinyitsiik) a megfelel§ sugarak ardnyaban. (Lasd még a 2769. és 2770. fel-
adatokat!)

2801. Jeldlje a, b, ¢ és a’, b’, ¢’ a feladat feltételeinek megfelels két haromszog oldalainak

hosszat. Ekkora:b:c=a’:b’: ¢’ és b=a’illetve ¢ = b’. Végtelen sok megfelel§ ha-
romszog-par konstrudlhaté, egy ilyen példaul: a =17, b =18, ¢ =12, illetve a’ =18,

231
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b’ =12, ¢’ = 8. (A konstrukcidndl figyelni kell arra, hogy a hdromszog-egyenltlenség
teljesiiljon.)
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