GEOMETRIA

Sikbeli alakzatok

Szakaszok, szogek

2132. Alapszerkesztések.
2133. Alapszerkesztések.
2134. Alapszerkesztések.

2135. Ha x és y az egyes szakaszok hossza, akkor x+y=a és x—y=h. fgy X=_a;b )

a-b

y= . Az e) és az f) pont adatainak megfelels szakaszok nem léteznek.

2136. azczd;bzc_d
szakasz szerkesztéséhez harmadolnunk
is kell, ami az abran lathaté mdédon vé-
gezhetd el. Az e) pont adatainak meg-

felel$ szakaszok nem léteznek.

. Az a hosszisagi

2137. Alapszerkesztések.

2138. KF)=——
a) 2,5cm  b) 225cm  ¢) 4,1 cm d) 9,5cm e) 37,54cm f) 7,65cm

2139. BC=AC+BD-AD
a) 3cm b) 6 cm c) 5cm d) B=C e) 4,19 cm
f) Az adatok nem felelnek meg a feltételeknek.

2140. AB BC CD AC BD AD
4 cm 5cm 6 cm 9 cm 11 cm 15 cm
8 cm 3cm 45 mm 11 cm 0,7 dm 15 cm
0,9 cm 73 mm 6,7 cm 0,82 dm 14 cm 14,9 cm
130 cm 1,8 m 1,2m 3,1m 3m 43 m
1,3 km 200 m 1,5 km 1500 m 1700 m 3 km
1 mm 3,9 cm 13 mm 4 cm 52cm 53 mm
x dm (7,2 —-x) dm 6 dm 72cm  |(13,2—x)dm| 1320 mm

Az utolsé sor adatai alapjan B a feltételnek megfelelen szabadon valaszthatd.
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2141.

2142.

2143.

2144.

214s.

214e.

A feladatban egy adott hosszisagui sza-
kaszt kell ardnyosan felosztani. (Lasd az

brat.) d+dy=d
X 4
y d,
a) —cm b) 2cm c) 4cm d) 2cm e) 6¢cm f ﬂcm
7 7 11
g) 5,5cm h) 6,5cm i) 10p cm
Ptq
27
a) 3m b) 45m c) 6m d) 1,8m e) 2,25m f Hm
g) 2m h) 25m Q) ‘9—18—” =‘9—18—q
ptq Ptq

a) — b) Egy szabédlyos hdromszognek

megszerkesztem az egyik magassi- 4o

gat.

o a a
c) 15°= 30
d) 75°=60°+15°=60°+ 30 o0 a a\
2
45° PR

e) 22,5°= . 45° az egyenld szérd

derékszogli haromszog 4tfogdjan

fekvé szog.

15°

) 37,5°=30°+7,5°=30°+
c) 225°= 45 d) 67,5°=60°+7,5°=60°+ ; =60°+ 32
e) 82°30° =82,5°=60° + 22,5° f) 135°=090° +45°
g) 120°=2.60° h) 105°=90°+15°=90°+ 33
. , 45°
i) 112°30’=112,5°=90°+22,5°=90°+
J) 225°=180° +45°
a) 270° =180° + 90° = 360° — 90°
b) 330°=360° - 30°
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c) 210°=180° + 30°

d) 217,5°=180°+37,5°=180°+ 7; =180°+30°+ 30
, 45°
e) 202°30°=202,5°=180°+22,5°=180°+
f) 285°=270°+15°=270°+ 30
g) 262,5°=270°-7,5°=270°- 30
h) 405° =360° + 45°
i) 375°=360°+15°= 360‘4%
2147. Alapszerkesztések.
2148. Alapszerkesztések.
2149, q=(@rBH@=P . 5 (@+p-(@=p)
2 ' 2
a) oo=45°, B=15° b) a=60° f=30°
c) a=30° B=15° d) a=100° B=20°
¢) o= 180°, f=30° f o=1345°, f=445°
g) oo=88°38", B=50°% h) o=168,55°, B=39,25°
i) a=300° B=30° J) a=224°30’, B=67°17
2150. Lasd a 2149. feladatot!
2151. Lasd a 2149. feladatot!
2152. Lasd a 2149. feladatot!
2153. Alapszerkesztések.
254, q=YF0, g_¥=9
4 2
a) ¢=225° B=15° b) oe=37,5°, =15°
c) a=2625° B=1,5° d) a=4875°, B=22,5°
e) a=43,125°, B=18,75° ) a=48,75°, B=15°
g) a=105°, B=060° h) o=135° B=45°
i) a=183,75°, f=52,5°
1 2
2155. a) 38°,38° b) 2550, 50§° c) 19°,57°
7 2 2 1
33—-°,42—° 53,2°,22,8° 31=°, 44=°
o By ey D 8 33T
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2156. Ha o a kérdéses szog, akkor

2157.

2158.

2159.

2160.

2161.

éoc—zoc =36°
5 5
o =180°.
5 12 12

o+f=0+=0o=—o=—-105°=180°
7 7 7

o+ B=230°
a) 180°+g =230° - B=100°, o =130°
b) Két eset lehetséges.

1. 180°+§:230° — B=150°, oo =80°

2. 180%% =230° —» B=75° a=155°
c) Két eset lehetséges.

1. 180°+§=230° — f=200°, o =30°

2. 180°+ﬁ=230° - ﬁ=66z°, a=163l°
4 3 3
d) Két eset lehetséges.
1. 180°+%=230° — B=125° o =105°

2. 180°+%:230° - /3:83%", a:146%°

Nagysdg szerint rendezve a szogeket a kozépsé mindegyik esetben 60°-os.
a) 35° 60°; 85° b) 30°; 60°; 90° c¢) 15° 60°; 105°
d) 10°; 60°; 110° e) 6°46’;60° 113°14

Nagysag szerint rendezve a szogeket a k6zépsd legyen .

a) % o a+20=180° > (x=51§°z51,43°. A szogek: 2520, 5120, 102go
2 7 7 7 7

b) %a+a+za=180° - a=56£°=56,84°. A szdgek: 37£°, 56£°, SSi"
3 2 19 19 19 19

c) % o a+30=180° — oc=4ll°z 41,54°. A szodgek: 13£°, 4ll°, 124i°
3 13 13 13 13

d) Qo o+da=180° — 05234%0:34,290. A szdgek: Si", 34E°, 137lo
4 7 7 7 7

Nagysag szerint rendezve a szogeket a k6zéps6 mindegyik esetben 72 °-os.
a) 12°;42°;72°;102°; 132° b) 8% 40°; 72°; 104°; 136°
c) 52°;62°;72°; 82°; 92° d) 27°;49°30’; 72°; 94°307; 117°
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2162. a) 72°;72°;72°; 144° b) 40°; 80°; 120°; 120°
c) 30°;90°; 90°; 150° d) 51§°; 77l°; 1022"; 128i°
7 7 7 7
e) 691"; 83L°; 9620; 110&O f) 45°;,75°,105°; 135°
13 13 13 13
2163. a) 90° b) 120° c) 150° d) 20°
e) 30°—£=3-3O°=22,5O f) 60°—5°=>55°
4 4
2164. 0 o6ra 0° 5 6ra 150° 9 6ra 90°
1 6ra 30° 6 6ra 180° 10 6ra 60°
2 ora 60° 7 ora 150° 11 6ra 30°
3 6ra 90° 8 6ra 120° 12 6ra 0°
4 6ra 120°

Megjegyzés: A mutatdk altal bezart két szo6gbdl mindig a kisebbet tekintettiik.

2165. a) 22,5° b) 49,2° c) 224,9° d) 106,406° e) 93,095°
2166. a) 33°30° b) 42°42’ ¢) 53°36’ d) 134°14°24” ¢) 215°%
f) 139°0°36”
2167. =39 o(rad)
a) 180° b) 360° ¢) 90° d) 120° e) 30°
f) 135° g) 67,5° h) 15° i) 25° j) 75°
k) 180 =~57,2958°= 57°17°45" 1) 288 =91,67°
2168. o(rad)=—"—.qa°
180°
T T T T
2r b) & — d) — — —
a) ) c) 3 ) 5 e) : b 1
kY4 S T S T
fathd n == ) H == k) —
8 2 ) 3 ) 12 J 12 ) 36

2169. B az o szog pitszdge, ha oo+ f=90°. Ha 0 jeloli a feladatban megadott kiilonbséget,

akkor o= B+ 8=90° — ot + §, amib6l o = 90;5 .

a) 50° b) 51° ¢) 575°  d) 65° e) 75° f 82,5°
g) 59,06°  h) 60°39°30”
2170. a) 30° b) 36° c) 27° d) 40° e) 45° Y %.900
p+q
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2171.

2172.

2173.

2174.

2175.

Jeloljik a k szdmmal megjeldlt szoget [,-val

ﬂ2=ﬂ4=ﬁ6=0@ﬂ1=ﬂ3=ﬁ5=ﬁ7=180°—OC.

Két szog egymds mellékszogei, ha
egyik szogszaruk kozos, masik szogsza-
ruk pedig ugyanazon egyenes két fél-
egyenese. Ha 0 jeloli a feladatban meg-

adott kiilonbséget és a § szogre vagyunk

kivancsiak, akkor
B=o-6=180°- -6, ahonnan

180°-6
B= S
a) 85° b) 79° ¢) 75°
d) 67,5° e) 53,5° f) 40°
¢) 30° h) 24°21°
a) 90° b) 120° ¢) 72°

1
d) T2 o) TS 1) 126°
g) 81° n) —P.180°
ptq

a) a=90°, B=90°

b) a=120°, B=60°

¢) a=72° B=108°

d) a=67,5° B=112,5°

e) a=114,54°, B=6545°
f) a=70°, B=110°

g) a=67,5°, B=112,5°

n oa=—L—180°, p=—9—.180°
p+q p+q

a) a=90°, B=90°

b) o=60°, B=120°

¢) o=72°, B=108°

d) a=80°, B=100°

e) o=54°, B=126°

f a=63°, B=117°

g) o=82,5°, B=97,5°

(k=1; 2; 3; 4, 5; 6; 7). Ekkor

o+ B =180°

o+ B =180°

IR
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n oa=—L_180°, p=—9_.180°
p+q p+q

2176. A derékszog.

2177. Jelolje a két szoget o és B. Mivel a
szogfelez6k merllegesek egymadsra,

ezért g+E=90°, azaz o+ f3=180°. \
D o B

Ez viszont azt jelenti, hogy mivel az

egyik szogszar kozos, ezért a szogek egymds mellékszogei, azaz a nem kozos szogsza-
rak valoban egy egyenesre illeszkednek. Az allitds megforditasa: Ha két szog egy-egy
szdra ugyanarra az egyenesre illeszkedik, akkor a masik szaruk kozos és szogfelez6ik
merdGlegesek egymasra. A megforditds nyilvanvaléan nem igaz. (1asd az dbrat.) Igaz vi-
szont a kovetkezd allitds: Ha két szog egyik szdra kozos, masik szdruk pedig egy egye-
nesre illeszkedik, akkor szogfelez8ik merdlegesek egymasra. A feltételbdl ad6éddan

B

ugyanis a szogek egymds mellékszogei, igy o + = 180°, amibdl %+ Py =90°.

2178. a+ B=180° gy %+€=60°.

A kérdéses szog lehet:

122 B2 e

33 3 AN
2. L0 BB g

3 73 3

0°< o <90°, fgy 0°<%< 30°.

90°< B <180°, igy 30°<§< 60°.
A kérdéses szogosszegekre nézve:

1. 60°<%+60°< 90° ;

2. 90°<§+60°< 120°.
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2179. Rajzoljuk le a repiil6gép ttjat. Az erede-
ti irdnyra merdlegesen, észak felé repiil.

E N \\4\-50
NY 45° K
2180. Az ABC haromszdg C-nél lev szoge: Q
C
180° — 67,5° — 45° = 67,5°. 1355\~
A hajé tehat az eredeti utirdnyhoz ké- 67.5%] = B
pest +67,5°-kal elfordulva halad. NY K
D

2181. Beesési szog az (1) helyzetben S, a (2)
helyzetben B, + a. Mindkét helyzetben

egyenld a beesési és a visszaver8dési
sz0g az aktudlis beesési merdlegeshez
viszonyitva. A tiikorrel egyiitt a beesési
merdleges is o szoggel elfordul, igy a
beesési szog o-val viltozik. A beesési
merdleges Uj, o-val elfordult helyzeté-
hez képest a visszaverddési szog o-val
véltozik, igy az eredeti helyzethez ké-
pest valéban 2 o-val fordul el.

Kombinatorika a sikon

2182. n pont az egyenest n + 1 részre osztja, ezek kozott n — 1 szakasz és 2 félegyenes van.
2183. nrészre az egyeneset n — 1 pont osztja.

2184. Az egyenesen n szakaszt n + 1 pont hatdroz meg.
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218s.

2186.

2187.
2188.

64

Barmelyik pontbél a tobbi ponthoz n — 1 egyenes hiizhaté. Igy osszeszamlélva az egye-
neseket mindegyiket kétszer szamlaljuk, ezért n olyan pont, amelyek koziil semelyik

i : n(n—1)
harom nincs egy egyenesen

egyenest hatdroz meg.
a) 0 b) 1 c) 3 d) 6 e) 10 15

Barmely két egyenes meghatdroz egy metszéspontot, és erre mar mas egyenes nem il-
leszkedik. Az el6z6 feladat gondolatmenetéhez teljesen hasonlé médon adédik, hogy n

egyenes n(n=-1)

metszéspontot hatdroz meg.
a) 0 b) 1 c) 3 d) 6 e) 10 H 15
n parhuzamos egyenes n + 1 részre osztja a sikot.

a) 2 b) 4 ¢) 7

d) Eddig a rajzok alapjan konnyd volt az egyes sik-
részeket megszdmolni, viszont ahogy az egye-
nesek szdma nd, ez egyre nehezebb lesz. Megfi-
gyelhetjiik, hogy a d) esetben a negyedik egye-
nes behuzdsa utdn ezen az egyenesen hdrom
metszéspont keletkezett, ami ezt az egyenest
négy részre osztotta. Minden ilyen rész elvigott
egy eddigi sikrészt, igy a harom egyenes hely-
zetéhez képest a sikrészek szdma néggyel nétt, azaz 11 lett.

e) — f) Az o6todik egyenes behtizdsa utdn hasonlé gondolatmenettel adédik, hogy a
sikrészek szdma 16, mig hat egyenes esetén 22.

g) Jeldlje a, n db, a feladat feltételeit kielégitG egyenes esetén a keletkezett sikrészek
szamat. A fenti gondolatmenetet alkalmazzuk.
a,=1
a,=2=a,+1
a,=2+2=a,+2=4
a;=4+3=a,+3=17
a,=T+4=a,+4=11

a,=a,  +n
Osszeadva ezeket, kapjuk, hogy a,+a,+a,+..+a,=a,+a, +a,+..+a, , +
+1+1+2+..+n,azaz
L+ n*+n+2
2 2

a,=1+1+2+...+n=1

(Felhasznéltuk, hogy az els6 n pozitiv egész szam Osszege nntl) .
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2189.

2190.

2191.

2192.

2193.

Az el6z§ feladat alapjan 5 egyenes a sikot legfeljebb 16 részre oszthatja, ugyanis ha
vannak kozottiik parhuzamosak, vagy van olyan pont, amire legaldbb 3 egyenes illesz-
kedik, akkor a sikrészek szama kevesebb lesz, mint 16. A valasz tehat: nem lehet.

A harom parhuzamos és a harom egy pontra illesz-
ked6 egyenes Osszesen 10 metszéspontot hatdroz

N |
meg. (Lasd az abrat.) Ezek utdn egyesével hizzuk
be az egyeneseket. Egy Uj egyenes behizasa a met-

széspontok szdmat annyival noveli, ahdny egyenes
a behuzés el6tt a rajzon volt. Igy a tizedik egyenes
behizdsa utdn a metszéspontok szama:

10+6+7+8+9=40. S T\

A legkevesebb részre akkor osztja, ha az egyenesek parhuzamosak, ekkor a keletkezd
részek szdma 5. A legtobb részre akkor osztja, ha az egyenesek pdronként metszik
egymast a kor belsejében és semelyik metszésponton sem megy at harom egyenes. Ek-
kor a részek szama 11. (Lasd a 2188. feladat e) pontjat!)

Sokszogek tulajdonsagai

trapézok

paralelogrammak
< tcglalapo@ombuszok>

A 12. sorszamu sikidom deltoid, egyik helyre sem irhat6.

trapézok
paralelogrammak
rombuszol@eglalam)

négyszdgek
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2194. a) Czﬂapok
c) Calapok
e) (glalapok

219s.

2196.

2197.
2198.

2199.

2200.

66

a) hamis
g) igaz

rombuszok

rombuszok

) AR
N

rombuszok

b) igaz
h) igaz

b) hamis
h) igaz

b) igaz
h) hamis

b) igaz
h) igaz

b) igaz
h) igaz

c) hamis
i) igaz
c) igaz
i) igaz

c) hamis

¢) hamis
i) igaz
c) igaz
i) igaz

NIPA N

| Calapi;mb?
d) Calapoki zrombusz>

d) igaz
k) hamis

d) igaz
J) hamis

d) igaz

d) igaz
J) igaz
d) igaz
J) igaz

e) hamis
1) igaz

e) hamis
k) hamis
e) igaz

e) hamis

e) hamis

trapézok

3

f) igaz

f) igaz
[) hamis

f) igaz

f) igaz

f) igaz
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2201. 3 .
négyszogek

deltoidok

trapézok U

paralelogrammak

A sziirkén satirozott tartomanyokba nem keriilt rajz.

2202. a) igaz b) hamis c) igaz d) hamis e) igaz f) igaz
g) hamis h) igaz i) hamis j) igaz k) hamis /) hamis
m) igaz

2203. a) hamis b) igaz ¢) hamis d) igaz e) igaz f) igaz
g) igaz h) hamis i) igaz j) igaz k) igaz

2204. a) igaz b) igaz c) igaz d) hamis e) igaz f) igaz
g) igaz h) igaz

2205. a) igaz b) hamis c) igaz d) hamis e) igaz f) igaz
g) igaz h) hamis i) igaz j) igaz k) igaz l) igaz
m) igaz n) hamis 0) igaz p) hamis

2206. a) van szimmetriatengelye

szogei egyenl8k oldalai egyenlSk
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b . .
) <van 921mmetr1atcngclyc0m parhuzamos oldalpé>

c)

2207. a)

68

van egy szimmetriatengelye

van két szimmetriatengelye

van négy szimmetriatengelye

]

O

o
O

négyszogek

? / trapézok

Q\UQD

van szimmetria-kozéppontja

van szimmetriatengelye

A sziirkén satirozott részek iiresen maradtak.




SIKBELI ALAKZATOK

b)
trapézok D
van szimmetriatengelye
: van szimmetria-kdzéppontja
c)

paralelogrammak

van egy szimmetriatengelye
van két szimmetriatengelye
van négy szimmetriatengelye

A sziirkén satirozott rész iiresen maradt.

2208. a)
négyszogek

korbe frhatok paralelogrammak
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b)

négyszogek 10 12
trapézok
8 11
kozéppontosan szimmetrikus
Ol v—
neeyszoge deltoidok
van derékszogiik
2209. a)
négyszogek
deltoidok D
paralelogrammak
b) négyszogek
trapézok
paralelogrammak i ﬁ
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¢) négyszdgek
kozéppontosan
szimmetrikusak
U tengelyesen <>
szimmetrikusak
2210. a) igaz b) igaz c) igaz d) igaz e) hamis f) igaz
g) igaz h) igaz i) igaz j) hamis k) hamis l) igaz
m) hamis n) hamis 0) igaz
2211. a) igaz b) igaz c) igaz d) hamis e) igaz f) hamis
g) igaz h) hamis i) hamis j) igaz
2212. a) igaz b) igaz c) hamis d) hamis e) igaz f) igaz
g) hamis h) igaz i) hamis j) hamis k) igaz l) igaz
2213. P
négyszdgek 2 6
hiirnégyszogek érinténégyszogek
1 4
7 5
2214. a) igaz b) hamis c) igaz d) igaz e) igaz f) igaz
2215. H y 3 kiilonboz6 2 oldala Minden oldala
aromszog « .
oldala van egyenld egyenld
Minden szoge
hegyesszog
Van derékszoge b & -
Van tompaszoge S~ PN -
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2216.

2217.

2218.

2219.
2220.

2221.
2222,
2223.
2224,

2225.

2226.

2227.

72

haromszogek

tompaszogl
haromszdgek

egyenld szari haromszogek

szabalyos
haromszogek

/\

derékszogl
haromszdgek

NS

N

AN

Konvexek: 1., 6.
Nem konvexek: 2., 3.,4.,5.,7., 8.

a) igaz b) hamis c) igaz d) hamis e) hamis f) hamis
g) hamis h) igaz i) hamis j) igaz

Csak a péros oldalszamu szabdlyos sokszogeknek van szimmetria-k6zéppontja.

Szimmetria-atloja csak a péaros oldalszamu szabdlyos sokszogeknek van, egy 2n oldald
szabdlyos sokszdgnek n db.

Az n oldald konvex sokszog n — 2 megfelel6 haromszogre bonthatd.

7z

A vélasz ugyanaz, mint az el6z6 feladatnal.
Az n oldald konvex sokszog egy csticsabol n — 3 atlé hizhat6.

Ha egy konvex sokszdg egy csucsabdl n atlé huzhatd, akkor a sokszég oldalszdma
n+3.

Ha egy konvex sokszoget az egy csucsbol huzhaté atlék n haromszogre bontanak, ak-
kor a sokszog oldalszdma n + 2.

Az n oldald konvex sokszdg belsG szogeinek dsszege (n —2) - 180°.

a) 180° b) 360° c) 720° d) 900° e) 1080° 5 1260°

g) 1980° h) 3240° i) 5940°

Barmely n oldald sokszog belsd szogeinek 0sszege (n —2) - 180°.
a) 360° b) 540° c) 900° d) 1260° e) 1800° f) 2340°
g) 3060°
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2228.

2229,

2230.

2231.

2232,

2233.

Bérmely konvex sokszog kiilsé szogeinek osszege 360°.
Az n oldald szabdlyos sokszog egy belsd szoge (n=2)180° .
a) 60° b) 90° c) 108° d) 120° e) =128,57° f) 135°
g) 144° h) 160° i) 162°
A kozépponti haromszogek szarszoge:
n
. S . oo P (n—2)-90°
A kozépponti haromszogek alapon fekvd szoge a belsd szog fele, azaz ———— .
n

Jelolje o a kozépponti hdromszogek szdrszogét, § az alapon fekvd szoget.

a) o=120°, B=30° b) a=90°, B=45° c) a=72° PB=54°
d) o=60° B=60° e) a=36° B=72° ) a=217° B=76,15°
g) o=20° PB=280° h) a=17,14°, B=8143° i) a=12° [=284°
sp . R . . 360°
Jelolje o a kozépponti szoget, ekkor a sokszog oldalszdma: n = .

o
Jelolje B a sokszog belsd szogét.

a) n=3, B=60° szogosszeg: 180° b) n=4, f=90°, szogosszeg: 360°

c) n=5, B=108°, szogosszeg: 540° d) n=6, f=120°, szogosszeg: 720°

¢) 2, B= (2n—-2)-180 _ (n—1)-180
2n n

, szogosszeg: (n—1) - 360°
A kiils6 szogek Osszege mindegyik esetben 360°.

Ha f3 a kiils6 szog és o a megfeleld belsd szog, akkor o= 180° — S.

Ha a sokszog n oldald, akkor n = 360 .

A belsd szogek Osszege (n — 2) - 180°, az atlék szama pedig N = nn=3) .

a) o=60° n=3, N=0, szogosszeg: 180°
b) x=90° n=4, N=2, szbgosszeg: 360°

c) =120° n=6, N=9, szogosszeg: 720°
d) a=150° n=12, N=54, szogosszeg: 1800°
e) oo=156° n=15, N=90, szdgosszeg: 2340°
f) a=168° n=30, N=405, szogosszeg: 5040°
g) a=174°, n=60, N=1710, szogosszeg: 10440°
n a={TD 80 N = nn—3), szogosszeg: (n— 1) - 360°
n
. . . nn-3) ..
Az n oldalud szabdlyos sokszognek 3 atléja van.
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2234.

2235.

2236.
2237.

2238.

2239.

2240.

2241.

74

a) 0 b) 2 c) 5 d) 9 e) 27 f) 44
g) 135 h) 189 i) 527

Az atlék szdma ugyanaz, mint az el6z6 feladatban.

a) 2 b) 5 c) 9 d) 14 e) 35 f) 65
g) 135 h) 230 i) 527

Ha a bels6 szogek 0sszege fokokban mérve S, akkor n = % .

a) 3 b) 4 c) 5 d) 8 e) 11 15

g) 19 h) 22 i) 27 j) 33
A sz0gosszeg n - 180°, ahol n a hdromszdgek szdma.

Ha a sokszog egy csticsdbdl n 4tl6 huzhatd, akkor a 1étrejové haromszogek szdma n + 1,
igy a szogosszeg (n + 1) - 180°.

Figyelembe véve a 2236. feladat eredményét, ha a haromszogek szdma n, akkor egy

belsd szog: n-180 .
+2
a) 90° b) 108° c) 120° d) =128,57° e) 140° ) 150°

g) =~ 158,82° h) 163,63° i) 169,09°

Figyelembe véve a 2237. feladat eredményét, ha az egy csicsbdl hizhatd atlok szdma

n, akkor egy bels§ szog: M

n+3
a) 90° b) 108° c) 120° d) =128,57° e) 144° f) 150°
g) =154,29° h) 162° i) 165,6°

Ha a sz6gosszeg o-nél nagyobb és -nél kisebb, akkor
a<(n-2)-180°< B,

amibdl
+2<n< i +2 (n pozitiv egész szam)
180° 180°
a sokszog oldalszdma.
a) 3 b) 4 c) 5 d) 6 e) 9 H 17

g) Tobb lehetdségiink van, n lehet: 14; 15; 16; 17; 18.

Ha egy belsd szog o-nél nagyobb és B-ndl kisebb, akkor a sokszdg n oldalszdméra néz-
ve:

oo (1=2)180°
n

B.

A két egyenlStlenséget kiilon-kiilon alakitva, és felhaszndlva, hogy a < 180° és
B < 180°, kapjuk, hogy



SIKBELI ALAKZATOK

2242,

2243.

2244,

360° 360°
<n< .
180°—ct 180°-f3

a) Két lehetGség van, n lehet: 3; 4. b) Két lehet8ség van, n lehet: 4; 5.
c) Két lehetdség van, n lehet: 6; 7. d) Egy lehetGség van, n = 8.

e) Kilenc lehetGségiink van, 9=n=17.  f) Nem lehetséges.

Az n oldald sokszog atléinak a szdma

n(n—73)
2

. Ha a sokszognek k-szor annyi atldja

van, mint oldala, akkor

k.n:n(n—3).
2
Ebbdl
n=2k+3.
a) 5 b) 7 c) 9 d) 11 e) 17 f) 23
g) 33

Megjegyzés: n ilyen feltételek mellett mindig paratlan.

Ha o jeldli a legkisebb szoget és a sokszog oldalszama n, akkor

a+(o+5)+(x+2-5)+..+(a@+(n—-1)-5)=m-2)-180°.

n(n—1)
2

Felhaszndlva, hogy az els6 n — 1 pozitiv egész Hsszege , kapjuk, hogy

+ nn—-1)
2

n-o -5°=(n-2)-180°.

Ebbdl

n—2 ~180°—n_1-
2

o= 5°

n
a) A legkisebb szog: o= 82,5°, a legnagyobb szog: 97,5°.

b) A legkisebb szog: or=98°, a legnagyobb szog: 118°.

c) A legkisebb szog: o= 128,57°, a legnagyobb szog: = 158,57°.
d) A legkisebb szog: o= 120°, a legnagyobb szog: 160°.

e) A legkisebb szog: o= 122,5°, a legnagyobb szog: 177,5°.

/) Alegkisebb szog: o= 114,5° alegnagyobb szog: 209,5°.

Az ut6bbi esetben a sokszognek 6 konkav szoge van.

Sokszogek szogei

A kiils6 szogek Osszege mindig 360°, igy ha n a sokszog oldalszdma, és a bels§ szog-
Osszeg k-szor akkora, mint a kiilsg, akkor

(n—2)-180° =k - 360°,
amibdl
n=2k+1).
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a) 6 b) 8 c) 12 d) 22 e) 28
Megjegyzés: n ilyen feltételek mellett mindig péros.

2245. Jelslje o/, B’, v’ a megfeleld kiilsG szogeket, va harmadik bels§ szoget.
a) y=67°, o =127°, > =120°, y =113°
b) y=58° o =168° B’ =70° y =122°
c) y=90° o =150° B’ =120° 7 =90°
d) y=140° o =’ =160°, y =40°
e) Nem lehetséges. (96° + 85° > 180°).
H y=9° o =179°, B> =10° v =171°

2246. a) B=30° o =120°, B’ =150° ¥ =90°
b) o=105°, y=35°, B’ =140° y =145°
c) B=138°22", y=2°22’, o =140°44’, y’ = 177°38%’
d) y=170° B=20° o =90°, B’ =160°
e) a=57°29, B=11544", y=6°4T7, vy’ =173°13’
f) Nem lehetséges.
g) Mivel 73°11° + 106°49° = 180°, ezért 3 szabadon vélaszthat6 és y= 106°49” — .
h) y=108°2843”, B=6°14"32", o/ =114°43’15", B’ =173°45°28”

2247. a) y=40°, o =135°, B’ =85°
b) o =143°, f=102°, y=41°
c) a=67°, B=48°, y=65°
d) Nem lehetséges, ugyanis o+ 8+ y=179°59".
e) Nem lehetséges, ugyanis o # B+ 7.
/) Nem lehetséges, ugyanis = 45°44’ lenne, viszont ezzel o # 3+ 7.

2248. a) A hiaromszog szabdlyos.
b) a=30° y=105°.
A b oldal egyik végpontjdba az o, mdsik végpontjdba a 3 szoget felvéve adddik a
harmadik cstcs.
A szogek szerkesztésére nézve 1asd a 2144. feladatot!

c) Két oldal és a kozbezart szog adott, igy a b oldalra egyik csicsdhoz felmérve o-t,
majd a masik szogszarra felmérve c-t adédik a harmadik cstcs.

d) y=60°. Lasd az el6z6 alpontot!

e) A hiaromszog nem szerkeszthetd, mivel a + b < c.

f) A haromszog csak hasonl6sag erejéig meghatarozott, ezért egy tetszSleges szakaszra
egyik végpontjdba az ¢, masik végpontjdba a f szoget felmérve ad6dik egy megfe-
lel6 haromszog. A szogek szerkesztésére nézve 1asd a 2144-2145. feladatot!

g) B=75°. Lasd az el6z8 alpontot!

h) a=45° B=60°. Lésd a b) alpontot!
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2249.

2250.

2251.

2252,

Legyenek a hdromszog szogei rendre o, f3, 7.
1) o“_pr BN ﬂ:a.i 2) a+10°=y

B q p
Felirva a haromszog belsd szogeinek dsszegét:

180°=(x+ﬂ+y=a+a1+a+10°=a-[2+i)+10°
p p
Ebbol o =10 - 1707P
2+4 2ptq
P

a) p=2, g=3

a=48§°z 48,57°, y:SS;O =~ 58,57°, B= 72%O =72,86°
o =13143°, v’ =121,43°, B’ =107,14°
b) p=4, g=5
o=5231° y=6231° [=6538°
o =127,69°, v’ =117,69°, B’ = 114,62°
c) p=5,q=17
o=50° y=60° B="70°
o =130° y =120° B’ =110°

o =50°igy B+ y=130°.Ha B: y=p: g, akkor

B=—L"1130° ¢s y=—2130°.

pt+q p+q
a) B=52°, y="78° b) B=48,75°, y=81.25°
B> =128° 7 =102° B’ =131,25°, y" =98,75°
c) B=59,09°, y=70,90° d) B=54,16°, y=7583°
B’ =120,90°, ¥ =109,09° B> =12583°, v =104,16°

Csak a belsd szogeket hatdrozzuk meg. A kiilsé szogek meghatdrozasara nézve lasd pl.
a 2245. feladatot!

Hao: B:y=p:q:r, akkor

a=—2" 180°, p=—2L .180°, y=—"—.180°.
prq+r ptq+r ptq+r

a) a=30° B=60° y=90° b) a=45°, B=60°, y=75°
¢) a=38,57°, B=6429° y=77,14°  d) a=45°, B=5625° y="18,75°
e) a=30°, B=70° y=80°

Legyenek a hdromszog belsS szogei o, B, 7. Legyen o= 35°17" és y= B+ 18°3’. Ekkor
B+vy=2B+18°3" =180° — o= 144°43’. Ebbdl = 63°20’, és igy y=81°23’. A meg-
feleld kiilsG szogek: o = 144°43°, B’ =116°40°, y’ =98°37".
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2253. Nincs ilyen hdromszog, hiszen o+ =7y ’, a feladat feltételei alapjan viszont

2254,

2255.

2256.

78

o+ pB=5y.

A feladat tulajdonképpen két feladat,
ugyanis a kiilsé szog lehet az alapon
fekvé szogek kiilsé szoge, és lehet a

szérak altal bezart szog kiilsd szoge.
1. eset: B’ adott.
Ekkor
B=180°-p",
a=F
2

o’ =180~ = 180°—%.

a) B=144°, a=18° o =162°

c) Bp=117°, a=31,5°, o =148,5°
e) B=88°, a=46° o =134°

g) B=60° o=60° o =120°

2. eset: o adott.

Ekkor

a=180°-¢c’,
B=180°-20 =a’-a,
B’ =180°-B=2c.

2

b) B=136°, a=22° o =158°
d) B=100°, ax=40°, o =140°
f) B=70°, oe=55°, o =125°

Mivel o hegyesszog, ezért most csak az e), f), g) esetek lehetségesek.

e) a=88°, B=4°, B’ =176°
g) a=60° B=60°, B’ =120°

o adott, 6-t keressiik.
s=B,v_Bty _180°-a

2 2 2 2
a) 72° b) 67,5° c) 60°
d) 40° e) 30°
Sr
—=175°
h 12

ocadott, f-et és B,-6t keressiik.

) a=170°, B=40°, B’ =140°

4\

<Y

SR
R
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2257.

2258.

1. eset: A haromszog hegyesszogtl (o < 90°). A
pi=7. B=90-a
a) B,=5° fB,=80° b) B, =125° pB,=65° A
c) By=15°% B,=60° d) By =22,5° p,=45° ~.@
51 T B
=30°, B,=30° h ==——=375° B,=—=15°
e) ﬂl Bz ) ﬂl 24 Bz 2

2. eset: A hdromszog tompaszdgd.
o

By :E’ B, = a—90°

f B,=50° B,=10° g) B, =60° B,=30°

c
6=3+§=45° A

S
R
(SRS
o~ ]

Az a) és a b) eset hegyesszogd, a c¢) eset tompaszogl haromszoget eredményez. Mivel a
magassdgvonalak metszéspontja hegyesszogii esetben a haromszogon beliil, mig tom-
paszogi esetben a haromszogon kiviil van, ezért kiilon targyaljuk a két esetet.

Célunk 6, és 6, meghatdrozdsa. A 1étrejové derékszogli haromszogek miatt (ldsd a
2258/1. dbrét) 6, = aés 6, = .

a) 6,=45° 6,=80°

b) 6,=225° 0,=82,5°

90°—ax
9
M
/T
A
2258/1. dbra 2258/2. dbra

A 1étrejové derékszogl haromszogek és az A pontndl kialakulé csucsszogek egyenlGsé-
ge alapjan (ldsd a 2258/2. dbrat) 6, = Bés 6, = 7.

c) & =60° & =15°
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2259.

2260.

2261.

80

Megjegyzés: Természetesen indokolhattunk volna mindkét esetben a merdleges szard
szogek egyenlGségének figyelembevételével is.

Tekintsik a 2255. feladat &brajat! Ott azt kaptuk, hogy 5:90"—%. Nyilvan
180°-6 = 90°+% .

A 2256. feladatban kaptuk, hogy az o szarszogl egyenld szard haromszogben az egyik
szarral alkotott magassdg a masik szarral hegyesszogid haromszog esetén 90° — ¢, mig

tompaszogd hdromszog esetén o — 90° nagysagd szoget zdr be. Jelolje 6 a feladatban
megadott kiilonbség(ek)et.

Hegyesszogli eset: A 2260/1. 4bran jol lathatd, hogy A
B=90° -6, ésigy a=26(5<45°).
a) B=80° o=20° b) B=76° o =28°
c) B=70° o =40° d) B=67°29", a=45°2 A 90°—q
e) B=62°, or=56° DA
1
2260/1. dbra

Tompaszogt eset: A feltétel alapjan <

B- 6= a-90°. a_goo
Felhaszndlva, hogy

a=180° -2, AN
kapjuk 2260/2. dbra

B—06=180°-25-90°=90° - 28.
Ebbdl

90°+6

B= e
Teljesiilnie kell a 90° < o feltételnek, amibdl B < 45°, azaz 90°+6 < 45°, ahonnan
o< 45°.
a) B=333°, a=1133° b) B=34,6°, a=110,6°
c) B=36,6°, a=106,6° d) B=37°30", a=105°

e) B=393°, a=1013°

Az abran lathatd, hogy az atfogéhoz tar-
tozé magassag a derékszoget a két he-
gyesszoggel egyenld szogekre bontja.

a) 15°,75° b) 22°,68°
c) 36°,54° d) 45°,45°
e) 60°,30° f) 79° 11°
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2262.

2263.

2264.

A két szogfelezd éltal bezart & szogre nézve 6 = % +g .

d) 39°44°30” e) 65°

(Lasd még a 2255. feladatot!)

a) 39° b) 45° c) 62°15°
A magassagvonalak szogét az egyes
esetekben kiilon kell vizsgdlni, attol

fliggGen, hogy a konkrét szogek mek-
korék.

Az a) és a d) esetben a 7y szog tompa-
szog. Ekkor a 2258. feladat alapjén a
megfeleld6  magassdgvonalak  szoge
o+ B.a) 78°% d) 79°29’.

A b) esetben a magassagvonalak a befo-
g6k egyenesei, igy szogiik 90°. (Itt is
o+ =90°)

A ¢) és az e) esetben az egyik adott
sz0g a tompaszdg. A magassdgvonalak
meghuzisaval 1étrejové derékszogd ha-
romszdgek, és a csicsszogek egyen-
16sége alapjan a  keresett szog
180° — (o + B). ¢) 55,5°; ) 50°.

180°—(cr + )

a) A 2255.¢és a2262. feladat alapjan 6 = % +g .

b) Mivel az egy csticsbol kiindulé bel-
s6 és kiils6 szogfelezd derékszoget
zar be egymadssal, ezért a kiilsé szog-

felez8k szoge is 0 = L b .
2 2
c) A 2258. és a2262. feladat alapjan:
— Ha o+ < 90°, akkor 6= o + f3.
— Ha a+ =90°, akkor 6 =90°.
- Ha o+ B>90°, akkor
6=180° - (a+ P).
Megjegyzés: Itt is és a kordbbi felada-
tokndl is két egyenes hajldsszogén a ki-
sebbik szoget értettiik.

Legyen « az adott szog és 6 (< 90°) a két belsd szogfelez dltal bezart szog. (A mdasik

belsd szogfelezd induljon a f szog csticsdbdl.) Csak az ismeretlen belsG szogeket hatd-
rozzuk meg.

a) 6=80° PB=26—a=104° y=40°
¢) §=74°, B=92°, y=32°
e) 6=50° f=44° y=80°

b) Nem lehetséges.
d) 6=55°, B=54° y=170°
f) 6=40°, B=24° y=100°
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2265.

2266.

82

Jelolje o, B’°, v’ a kiils6 szogfelezGk
altal meghatdrozott haromszog belsd
szogeit az dbranak megfelelSen.

A yszoget hatdrozzuk meg, a tobbi tel-
jesen hasonléan adddik.

_1s00- (2L B
AOB<I =180 (2 +2)

Mivel OAC’X = OBC’ <X =90°, ezért
¥’ + AOB < = 180°, ahonnan

=24 B
4 2 2

Hasonl6an adédik, hogy o’=-"—+

(SRR
N R

a) o =70°, B’ =40°, y =70°
¢) o =75° B> =60° y =45°
e) o =73,5°, B> =46,5°, 7’ =60°

Tobb esetet kell vizsgalnunk.
1. a<90°, B<90°.

Ekkor a y+hoz tartozé magassag is a ha-
romszog belsejében van, igy a 2266/1.
dbra alapjan

— Y (90°—B) = (90°—c)— L.
§=7-(90°-p) = (90°-0)~ .

Itt B> o, de a kétféle kifejezés egyesit-
hetd:

s=la+X—-90°|=|B+L_90°
2 2

Mivel L =00°— “* P epent
2 2

a-p|_|x-B|
2 2
Ennek az esetnek felelnek meg az a), b),
c) alpontok.
a) 6=11° b) 6=15° «¢) 6=0°

b) a’:ﬁ9:ya:600
d) o =71° P =68° 7 =35°

Y
2

90°-

a B

2266/1. dbra
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2267.

2. o és B koziil valamelyik tompaszog.

Legyen o > 90°. Ekkor a 2266/2. ab-
ra alapan

§=a—90°+L .
2

Fejezziik ki %—t o-val és B-val, irjuk be

az el6z6 kifejezésbe, majd vonjunk Osz-
sze. Kapjuk

s=2-B

2

Eredményiink ugyanaz, mint az 1. eset-
nél. Ennek az esetnek felelnek meg a d)
és e) alpontok.

d) 6=42° ¢) 8=57°

Hérom esetet kiilonboztetiink meg.
1. eset: A haromszog hegyesszogi.
Jelolje T, az a-hoz tartozd, T, a b-hez
tartoz6 magassdg talppontjat. Az AT,C
€s a BT,C haromszogek olyan derékszo-
gl haromszogek, amelyeknek egyik he-
gyesszogiik y. Ebbdl adéddan

T,BCYX =TACYX =90° - .

oz

2. eset: A hadromszog tompaszogl és a a
leghosszabb oldal.
Itt is T,BCL =T ACL =90° - 7. (Az

27z

indoklds ugyanaz, mint az eléz6 eset-
nél.)

3. eset: A hdromszog tompaszogd, va-
lamint a és b a két rovidebbik oldal.

T,CAL =T,CBY =180° -y
(csticsszogek), igy T ACL =T,BC =
= y- 90°.

o—-90°

0 R

N [\ B

1Sd°—a

2266/2. dbra

2267/3. dbra
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2268. Az dbrén lathatd, hogy 6 =45° — B= o — 45°.

2269. Jeldlje O a kisebbik szoget. Ekkor

5=18O°—a—%=180°—(1—

_ (900_ﬁ_ﬁ) - 900_05;[3.
2 2 2 P i

Itt most az dbran o > f3 teljesiil. Az 6sz-
szefiiggés ettdl fliggetlenithetd:

5 =001 %=B1,
2
a) §=77° b) 8=65°1830"
¢) §=455° d) §=60°
e) §=90° ) §=45°

2270. Az eldz6 feladat alapjan a két szog kiilonbsége:

o Ol—ﬂ| o (X—ﬂ| — _
[90 +T]—(90 _Tj_|a i]

2271. A feltételek alapjan a két részharomszog derékszogd, igy az eredeti hiromszog egyenld
szarud derékszogl haromszog.

2272. Jelolje o az alapon fekvd szog felét.
Ekkor mivel AD = AB, ezért ABD< =
= BOAL =20 Igy oo+ 200+ 200 = 180°,
amibdl o =36°. A hdromszdg szogei
72°,72°, 36°. D

[S>q

2273. Az el6z6 feladat esetében AD = DC is teljesiil, ugyanis ACB Y = o= 36°.
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2274. a)

c)

2275. a)

b)
£

40°

45°\135°

A 2263. feladat a) pontja alapjén, ha =< €s = =4, akkor

BL7 _sgo
22
B+y=116°,

igy a=180° — (B + p) = 64°.

b) Ha = —<): és = =, akkor
o+ fB= 180°—72°= 108°
aan E =54°,
2
igy 6=>54°.
¢) B=90°—-35°=55° §=35° A két magassdg dltal 1étrehozott derékszogli hdrom-
szogek hegyesszogei kozotti kapcsolat, a haromszog kiils§ szogére vonatkozé tétel
és a csucsszogek egyenlGsége miatt a hdromszog belsS szogeinek dsszege:
35°+(B+ P+ (B+(6—p)=180°.
Rendezve 7 kiesik, ami azt jelenti, hogy 7y-t bizonyos hatdrok kozott szabadon va-
laszthatom, f3 és O értéke viszont meghatérozott.
180°-100°
d) y _ 18071007 =40°.

0+ 100° + (180° — 2 - 20°) = 360°,
ahonnan 6= 120°, és igy o = 30°.
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2276.

22717.

2278.

2279.

86

A kijelolt O pont a haromszog oldalfele-
z6 merdlegeseinek metszéspontja, a ha-
romszdg koré {rhaté kor koézéppontja.
Ennélfogva az ABO, BCO és CAO ha-
romszogek egyenl§ szardak. Jelolje
most a szokdsostdl eltéréen ezen harom-
szdgek alapon fekvd szogeit rendre o,
és v. Ezzel a jeloléssel o+ B+ y=90°.
AOB = 180° — 2cr = 180° — 2(90° —
-B-P=2(B+79. A BOC és az AOC
szogekre hasonldéan adédik, hogy az 4l-
litds igaz.
a) 2y+6=180° = y=50°

=20 = o=25°

o+ B+ y+(180°-2B)=180° = fB=oa+y=75°

e=180°—-(a+ B)=80°=6
b) y=45°, a=22,5°, B=67,5° £=90°
c) y=35° a=175° B=52,5° £=110°

A feladat feltételének megfeleld 0sszeg
képzésére 4 lehetSségiink van: 9
) ag+o+p A
2) o’ +28
B) f+o+p
4) B +2p B B\B’
a) (1) f=30° a=120° (2) 210°+200=360° = o=75° P=52,5°
(3) a=30° B=175° 4) Bp=30°, a=120°
b) (1) B=56° o=068° (2) oe=62°, B=359°
(3) o=56°, B=62° (4) B=56° o=68°
c) (1) B=80° o=20° (2) a=50°, B=065°
(3) oe=80° B=50° (4) B=80° o=20°
d) (1) Nem lehetséges. (2) o=30°, B=175°
(3) a=120° B=30° (4) Nem lehetséges.

Megjegyzés: (1) és (4) ugyanazokat a szogeket szolgaltatja, ezért harom lényegesen

kiilonbozd eset van.

a=y7+0w = 0w=30°
B=0+w = 6=30°
y=€+6 = £=50°

Kihasznaltuk a cstcsszogek egyenlGségét és a haromszog kiils§ szogére vonatkozoé té-

telt.
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2280.

2281.

2282,

2283.

2284.

Igaz. Mivel 2(&+ 4+ $)=180°, ezért
$+4+4=90°. CP-t P-n tiul az AB
szakaszig meghosszabbitva kapjuk a D
pontot. A szogekre megdllapitott fenti
Osszefiiggés miatt ADC 4= 90°, igy CD
magassdg. Hasonléan adédik, hogy
CEB3=90° (lasd az ébrat), igy BE is
magassig. Mivel P illeszkedik a hdrom-
sz0g két magassagvonaldra (ebbdl ko-
vetkezik, hogy a harmadikra is), ezért P
valéban a magassagpont.

A feltételekbdl CFE & = 90° —g és FEC 3= 90° —% ey ECF 4 =%+g .
a) 39° b) 42° ¢) 55° d) 38°20° e) 59°

Kihaszndlva, hogy a megfelel§ haromszogek kiils szoge egyenlS a nem mellette fekvd
két belsd szog Osszegével, a kovetkez6k adédnak:

CABY =ABC3Y =«

DCBY =BDCH =2«

Az el6z6 miatt BDE<S = BED Y =180° — o — (180° — 4) = 3¢
Hasonléan FDEY = EFD <4 =180° -2a— (180° — 6) =4a.

. B=EGF3 =FEG3 =180°-3a— (180° — 8a) = 5. Kaptuk f=5a.
a) B=25° b) B=50° ¢) B=175°

d) Ez az adat nem felel meg az 4dbranak.

N

Az n-edik szakasz behizdsa utan akkor nem tudjuk folytatni, ha az derékszoget zar be
az egyik szogszarral. (Ekkor mar nem képezhetd 1ij egyenl§ szart haromszog.) Az el§z6
feladat alapjan, ha o a kezd§ szog, akkor n - o= 90°.

@) a=30° b) a=18° ¢ a=15° d) a=10° e) a=9°  f) a=2
n

Legyen o a szdrak 4ltal bezart szog. Ek-

kor a 2282. feladat és az 4bra alapjin o
3o+ 30+ a=180°,
ahonnan 3a ] o
o= 180° 25,72°,
7
3a= 540 =77,14°.
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228s.

2286.

2287.

2288.
2289.

88

Jelolje 0 a negyedik szoget, o’, §’, y’, 8’ pedig a megfeleld kiilsG szogeket.

a) 6=0'=B =y =6=90°

b) 8=146°, a’=67°, B =142°, 7" =117°, & = 34°

c) A négyszog konkdv, 6 =205°59’.

d) 6=108° o’ =135° B’ =101° 7y =52° & =72°

e) 0=69°, o’ =83,7°, B =88°49", v’ =76°29, & =111°

) 6=15° a’=113° B’=8° y’ =74° & =165°

a) B=88° 6=87° «a’ =70° vy =105° & =93°

b) B=57° 6=99° y=139°, o’ =115° y’ =41°

c) oe=39° y=74° 6=83°, B=164°, B’ =16°

d) y=78°27, a=47°8, o’ =132°52’, B’ =115°44", & =9°51°

e) 6 =74°. B+ y=170° [ szabadon vdlaszthaté a feltételnek megfelelGen, v 8 va-
lasztasaval mar meghatarozott.

/) Mivel B+ B’ = 179°, ezért nincs megfelels négyszog.

Mivel o+ B+ 7+ 0=360°és o+ B+ o’ + B =360° ezért 6+ y=o’ + f3’.
a) 214° b) 206°52° ¢) 193°59° d) 200°36

Lasd az el6z6 feladatot!

Jelolje a szogfelezSk éltal bezart szoget
0. (Lasd az ébrat!) Az ABCM négy-
szogre felirva a bels6 szogek 0sszegét:

2T 4 B+ (180°+w) = 360° .
22
Ebbél
o =180°- g+l+[3
22

Mivel az AMC <3 lehet konvex és kon-
kav is, ezért

=

o, Y
180°—| —+ =+
50i0)

a) w=35,5° b) w=2,5°
c) =265 d) w=47°2730"
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2290. Ha w a megfelel§ szogfelezSk altal be-
zart szog (l14sd az abrat), akkor

w:%+g.
a) ®=95°
b) w=85°
¢) w=132,5°

d) ®=>58°53"30"
2291. o+ B=180° és az atlék oldalakkal be-
B

zart szoge % illetve o A feladatban

a adott.
a) B=150° b) B=138°
c) B=129° d) B=111°44
e) B=56° f) B=16°41
g) B=180°-«
2292, Lasd az el6z6 feladatot!
a) a=32° B=148° b) a=62° B=118°
c) a=386°32", B=93°28" d) a=137°, f=43°
e) a=140°, B=40° f) a=268, B=180°-248
2293. o+ f=180°és o adott. B o

a) B=15°  b) B=127°
c) B=100%44" d) B=29°
e) B=18%41" f) B=180° -« a B

A paralelogramma mindegyik esetben
lehet rombusz is.

2294. Legyen o a kisebb szog. Ekkor
200+ 6=180°,
ahonnan

a=90-2 p=op+l.
2 2

a) o=74,5°, B=1055° b) a=68,5° B=111,5° ¢) a=60° B=120°
d) a=50°52", B=129°8" ¢) ax=44,18°, B=135,82°
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2295.

2296.

2297.

2298.

2299.

90

A feltételek alapjan az ATD derékszogl
haromszog egybevagd a DTB derékszo-
gl haromszoggel, ezért AD =BD =a,
ami azt jelenti, hogy az ABD haromszog
szabdlyos, igy o= 60°.

A 2291. és a 2295. feladat alapjan a

rombusz oldala és a rovidebb atlé egyenld hossziak.
A 2293. feladat alapjan, ha oc: B=p : g, akkor

oa=—L—.180° ¢ B=—9.180°.

P*q ptq
a) a=60° pB=120° b) a=72° B=108°
d) a=80° p=100° e) oo=175° B=105°

Mivel az AB és CD oldalak parhuzamo-
sak, valamint FAEJ = ECF4 :%,

ezért AF parhuzamos EC-vel. Ha AF és
EC egybeesik, akkor a paralelogramma
rombusz.

Megjegyzés: Indokolhattunk volna igy
is: A paralelogramma 4tldinak metszés-
pontjara vonatkoz6 tiikkrozésnél AF képe
CE.

Az el6z6 feladat alapjan addédik, hogy a
paralelogramma bels§ szogfelezdi para-
lelogrammaét hatdrolnak, vagy egy pon-
ton mennek 4t. Tegyiik fel, hogy a para-
lelogramma két szomszédos oldala kii-
16nb6z6 hosszisagu. Mivel

B

SN
SR

¢) a=675° B=1125°
) a=54°, B=126°

D
o
il 2
2
A E B
D C
o B
) 2
A B

o+ f=180°, ezért %+3 =90°, amibdl adéddan a paralelogramma két szomszédos

belsé szogének felezGje derékszoget zdr be. Igy, ha a paralelogramma nem rombusz,
akkor belsé szogfelez8i olyan paralelogrammdt hatdrolnak, amelynek a szogei 90°-
osak, azaz téglalapot. A belsd szogfelez6k akkor és csak akkor metszik egymadst egy
pontban, ha a paralelogramma rombusz. (Lasd az el§z6 feladatot!)
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2300.

2301.

2302.

2303.

2304.
2305.

2306.

Mivel az egy cstcshoz tartozé belsd és
kiilsé szogfelez6 derékszoget zar be,
ezért a kiilsé szogfelezGk olyan négy-
szoget hatarolnak, amelynek mindegyik
szoge derékszog, azaz téglalapot. (Lasd
az abrat!) A

Az el6z6 feladat alapjan nyilvanvald.

(Lasd az eléz6 feladat dbrajat!)

o adott, &t kell meghatdrozni. Az ABM B o 4
hiromszog M-nél lev§ kiilsG szoge 9,
igy 0=2a. M
a) 6=124° b) 6=43°
c) 6=65°46" d) 6=90°
e) 6=180°—2-62°=56° (Az oo most nem a rajznak megfeleld)

C D

Az el6z6 feladat dbrdja és a kapott Osszefiiggés alapjédn, ha 9 adott és ot keressiik, ak-
kor o= S .
2

a) a=16° b) a=30° ¢) a=35°38" d) a=413° e) o=66°

Lasd a 2302. feladatot!
Ha a megadott két szog (o és ) kiilon- A
boz6k, akkor B =8 =180°— 217
B D

a) B=38=108,5°
b) B=5=112,5°
¢) Ttt B és & adott, ox és y nem egyértel-

md, o+ y=224°
d) B=5=84°31"
e) B=65=48° ¢

H B=6=67°6"30"

(Az el6z6 feladat dbrdjat hasznaljuk.) Az AC 4tl6 az oldalakkal % és % szoget zdr be.

(AC, a szimmetriatengely, felezi az o és yszoget.) A BD 4tl6 és az oldalak szdge, 1évén

a deltoid 4tl6i merdlegesek egymasra, 90°—% és 90°—% .

a) L-165°,
2

D[R

=55, 90°—~% =735, 90o-Y —35°
2 2
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p) L2050, Loyse, 90— % 6750, 900-Y =450
2 2 2 2
¢) Nem hatirozhat6é meg egyértelmten.
d) %: 60°49'30" , %: 34°3930”, 90°~=29°10°30”, 900—% = 55°20'30”

e) Itt és az f) alpontban a deltoid kon-
kdv, gy ha y a konkdv
sz0g, akkor a BD 4tl6 az olda-

lakkal %—90c> és 90"—% szoget

zér be. (Lisd az 4brat!) %:20,50,

Y o1mse, Y _g00=215°,
2 2
90°-% = 69,5°.
2
n Z-9032307, Y 210305307, Y —90°0=13°530", 90°—% =80°27°30".
2 2 2 2
2307. Altaldban két lehetGségiink van.
a) 1. 131°,78°, 131°, 20°
131°, 78°, 78°, 73°
89°16°, 89°16°, 107°59°, 73°29°
89°16°, 107°59°, 107°59°, 54°46’
73°517, 73°51°, 67°24°, 144°54’
. 73°51°, 67°24°, 67°24°, 151°11°
d) Csak egy lehetdség van: 191°, 34°,
34°,101°
e) Csak egy lehetGség van: 153°, 101°, 101°, 5°
f) Nem lehetséges.

b)

c)

S A i

2308. A 2305. és 2306. feladat alapjan szdmolunk.

a) 1. AC: 39°, 10° b) 1. AC: 53°59°30”, 10°44°30”
BD: 51°, 80° BD: 36°30”, 53°15°30”
2. AC: 65,5°,36,5° 2. AC: 44°38’,27°23°
BD: 24,5°,53,5° BD: 45°22°, 62°37’
¢) 1. AC: 72°27°,33°42’ d) Az egyik szog konkdv.
BD: 17°33’, 56°18 AC: 95,5°,50,5°
2. AC: 75°35°30”, 36°55°30” BD: 5,5°,39,5°
BD: 14°24°30”, 53°4°30” (Idsd a 2306. feladat 4brajat)

e)  AC: 76,5°,2,5°
BD: 13,5°,87,5°

92



SIKBELI ALAKZATOK

2309.

2310.

2311.

A 2306. feladat alapjan, ha % és %

Sy

adott, akkor B=06=180°— (% + %) ,

és a BD atlénak az oldalakkal bezart

v s a .
szdogei konvex esetben QOO—E és

konkdv esetben (y> 180°)

90°—L
2

o

90°-% ¢s L _90° .
2 2

a) oo=32° y=148°, B=6=90°, BD: 74°, 16°

b) a=178°32’, y=175°2’, B=0=153°13", BD: 50°44’, 2°29’
c) a=87°4", y=188°26", B= 6=42°15", BD: 46°28’, 4°13’
d) Nem lehetséges. (¢ + > 360°)

e) a=694° y=185°14", B=0=752°41", BD: 55,3°,2°37’
/) Nem lehetséges. (o + 8= 360°)

Adott 900—% és 90%% (vagy ~

Y _900). B=6=[900-% |+ 90°- L |, az AC ati6-
2 2 2

nak az oldalakkal bezart szogei % és g . (Lésd az el6z6 feladat dbréjat!)

a) B=086=90° o=120° y=60°, AC: 60°, 30°

b) B=06=157° a=34° y=12° AC: 17°, 6°

c) B=06=108° a=y=72° AC: 36° 36° (rombusz)

d) B=06=112°1", a=102°36", y=33°22", AC: 51°18’, 16°41’
e) B=0=127°5", o=84,4°, y=21°26", AC: 42,2°, 10°43’

f) Nem lehetséges.

Adott o és y. EbbSl 6=180°— a és

B=180°— v, valamint &’ = 6, ' = ¥,

y=80=aqa.

a) B=79° 6=146°

b) B=60°, 6=120° (szimmetrikus tra-
péz) Al BN\B’

c) B=68°9", §=106°41

d) B=71°5,6=1283°29

e) f=33°0=126°11"

f) Nem lehetséges.
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2312.

2313.

2314.

2315.

94

A szogek az el6z4 feladat dbrdjanak megfelelSek, tehdt o+ 6=+ y= 180°.

a) a=36° B="72° y=108° 6= 144°

b) — d) Ezekkel az ardanyokkal a szogek nem lehetnek trapéz szogei, ugyanis nem tel-
jestil a fenti feltétel.

e) a=3272°, B=4090°, y=49,09°, § =57,27°
f) Nem lehetséges.
A megfeleld kiilsé szogek az el6z6 feladat alapjan szamolhatdk.

a) 150° b) 120° Dﬂ ﬁC

c) 90° d) 125°21°

e) 69°42° f) 10,16°

g) B=180°-«
o o
A B

Yy adott. Az abra alapjan o =90°—%,
o, ¥
=90+~
P 2

a) a=75° =105

b) o=60° f=120°

¢) a=45° B=135°

d) o= 62°40°30", B=117°19°30"
e) a=34°51", B=145°0°

H a=5,08°, B=174,92°

o o
90°— =, 90°+—
8) 7 7

Ha § a két szog kozti kiilonbség, akkor f= a+ 0 és o+ = 180°, amibsl o = 90°—§ ,

6. 0
B=90 +E'
a) o=85° f=95° b) a=81° f=99°
¢) a=70°3"30", B=109°56"30" d) o=41,645° B=138355°
e) o=34°39'30", f=145°20"30" ) a=13,65° B=166,35°
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2316.

2317.

2318.

2319.

Legyen o a kisebbik,  a nagyobbik szog és § a feladatban megadott kiilonbség. Ekkor

a+(§a+5j=180° , ahonnan azm.

2 5

a) a=64.8° B=115,2° b) a=48°55"36", f=131°4"24"
c) a=42712°, B=137,288° d) a=31°20"24", B=148°39’36”
e) a=6,6°, B=173,4° /) Nem lehetséges.

Jelolje w a szdrak meghosszabbitdsai 4l-
tal alkotott szoget, és legyen a trapéz
adott szoge o vagy O, attdl fiiggden,
hogy 90°-nal kisebb, vagy nagyobb
az adott szog. Ekkor o+ &= 180°,
B=180°— (w+ ), B+ y=180°.

a) a=30°, 6=150°, B=120°,

7= 60°
b) a=60°, 6=120°, B=90° y=90°
c) a=173°16", 5=106°44,

B=76°44", y=103°16
d) oe=286,73°, §=93,27°, f=63,27°, y=116,73°
e) 0=116°39", a=63°21", B=86°39", y=93°21"
f) 6=124,6°, ox=554° [=94,6°, y=854°
g) o B=180°— (0+ ), y=w+ ¢, 5=180°— o«
Az allitas igaz. Mivel AD = CD, ezért az

ACD héiromszog egyenl§ szard, igy
DAC3=ACD<. Ugyanakkor AB pér-

huzamos CD-vel, ezért ACD <= CAB<.
Kaptuk, hogy DAC3=CAB<J, és ez
volt az allitas.

Jelolje o a DAB szoget. Ekkor CDB 3=
=DBC<3=ABD 4=90° — o. Hurtrapéz-
r6l 1évén szé6 o =2(90° — «x), ahonnan
a=60°. Tehdt DABY=ABC<J3=60° és
BCD <= CDA = 120°.
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2320. Mivel AD =2 - DT, ezért az ATD derék-
szogl haromszoget az AB egyenesére
tilkkrozve az eredeti és a képharomszog
egyesitése szabdlyos haromszog, ami
alapjan a=30°, 6=150°. y=180° - f3,
igy a feladat feltételébsl adédé egyen-

let: 30°+f = %(1 80°—B+150°). Meg-

oldva kapjuk, hogy =

és igy y=132,86°.

330°

2321. a) 505

110

70°

96

15°

b) 1009 N 509
S
1009/80° JaY,
d)
b
AT
b b
50° 2
a
bl

—_
(=3
°
—_
(=3
°

h)
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2322.

2323.

2324.

2325.

Az A’B’C’D’E’ szabélyos Otszogben
E’A’B’3=108°, igy C’A’E’3=72°.
A CA’E’ héaromszog egyenld szard
(A’C=CFE’), ezért A’E’C3="72°. Ezek
alapjan ACE = 36°.

A paralelogramma szemkozti szogei
egyenlSek, szomszédos szogei pedig
180°-ra egészitik ki egymadst. Ha az A
csucsndl levd szog «, akkor, felhasznal-
va még a hdromszog kiilsé szogei és
belsd szogei kozotti kapcsolatot, az AB
oldalon fekvé szogekre 5o = 180°, ami-
bdl o= 36°.

A paralelogramma szogei tehat 36 és
144 fokosak.

Adott £€=76° és o. A tengelyes szim-
metridbdl adédéan o= d és = y. Ad6-
dik tovabbd, hogy az ABFE négyszog
belsd szogeinek Osszege:
o+ B+90° + 38° =360°.

fgy B=232°- o

\B\
B

Jelolje a hatszog belsG szogeit o, B, %, 6, €, . Haa: B:v:0:€: 9o=p:g:r:s:t:v,

a) B=172°
b) B=122°
¢) B=119°26'
d) B=99,33°
¢) B=112°
akkor
a= P 720°,
prq+r+s+r+v
y= d 720°,
prq+r+s+r+yv
£= d 7200,

pHq+r+s+t+v

- 1 720°,
prq+r+s+r+v

5= N

= -720°,
prq+r+s+t+v

0= 4 -720°.
prq+r+s+r+yv
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2326.

2327.

2328.

2329.

2330.

98

a) a=3429° B=68,57° y=102,86°, = 137,14°, = 171,43°, ¢ =205,71°;
b) a=41,14°, B=61,71°, y=102,86°, 6= 144°, e = 164,57°, ¢ =~ 205,72°;

c) a=28.8° B="72° y=100,8° 6=129,6° £=172,8° ¢ =216

d) a=61,71°, f=82,29° y=102,86°, = 123,43°, = 164,57°, ¢ = 185,14°.

Haromszogek, négyszogek

A héromszog 1étezéséhez teljesiilnie kell, hogy barmely két oldal hosszanak Gsszege
nagyobb a harmadik oldal hosszanal. Mind a négy esetben létezik a haromszog.

Jelolje ¢ a harmadik oldal hosszat.

a) c+2,7>51 és 2, 7+5,1 >c¢; clehet:3cm,4cm,5cm, 6cm, 7 cm.
b) c+0,7>1,8 é 1,8+0,7>c; c=2cm.

c) c+1,16>232 és 1,16 +2,32>¢; clehet: 2 cm, 3 cm.

d) ¢c+39,3>415 és 393+41,5>c¢; 3cm=c=80cm.

Ha egy haromszogben a = b, akkor és csak akkor az a-val szemkozti o és a b-vel szem-

kozti B szogre o = .

a) A harmadik szog 52°, vele szemben a b oldal fekszik.

b) A harmadik szog 30°, vele szemben az a oldal fekszik.

¢) A harmadik szog 72°, vele szemben a b vagy a c oldal fekszik, ugyanis b = c.
d) A harmadik szog 49°, vele szemben a b oldal fekszik.

e) A harmadik szog 6°13’, vele szemben az a oldal fekszik.

f) A harmadik sz6g 80,25°, vele szemben a b oldal fekszik.

a) A harmadik oldal 6 cm és az alapon fekvd szog a nagyobb.
b) Két eset van.
1. A harmadik oldal 5 m és a szdrak szoge a nagyobb.
2. A harmadik oldal 9 m és az alapon fekvd szog a nagyobb.
¢) A harmadik oldal 10 dm és az alapon fekvd szog a nagyobb.
d) A harmadik oldalra nézve (jel6lje ¢): 0 mm < ¢ < 12 mm.
— 0 mm < ¢ < 6 mm esetén az alapon fekv§ szogek a nagyobbak.
— ¢ =6 mm esetén a szogek egyenldk.
—6 mm < ¢ < 12 mm esetén a szdrak szoge a nagyobb.

A 2326. feladat kapcsan leirt feltételnek kell teljesiilnie. E16bb meghatarozzuk az 6sszes

lehetséges kivélasztds szamat, amelyek nem teljesitik a feltételt.

1. 3 kiilonbozd adatot vélasztunk ki.
Ha kiilonbozdnek tekintjiik azokat a harmasokat is, amelyek csak az adatok sor-
rendjében kiilonboznek, akkor 7 - 6 - 5 = 210 esetiink van. Most azonban a csak sor-
rendben kiilonboz6k azonos esetet jelentenek, igy a kapott eredményiinket osztani
kell 3-2- 1 =6-tal, azaz 3 adat lehetséges sorrendjeinek a szdmaval. fgy kapjuk,
hogy 35 kiilonb6z harmast tudunk kivalasztani. Ezek koziil a feltételnek nem felel-
nek meg a kovetkezd harmasok:
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2331.

2332.

2333.

2334.

2335.

2cm; 3cm; 5cm

2cm; 3cm; 5,3 cm

2cm; 3cm; 5,8cm

2cm; 3,6 cm; 5,8 cm.
Tehét 31 kiilonboz6 oldalhosszisdgd haromszoget tudunk szerkeszteni az adott ol-
dalakbdl.

2. Egyenl§ szard, de nem egyenld oldali haromszogek.
. . 7-6 .
Most két adatot kell kivélasztani, ezt - =21 -féleképpen tehetjiik meg. EbbdIl a

feltételnek nem felel meg az alabbi négy eset:
2cm; 2cm; 4,2 cm
2cm; 2cm; 5Scm
2cm; 2cm; 5,3 cm
2cm; 2cm; 5,8 cm.
Az adott szakaszokbdl tehat 17 egyenl§ szari haromszog szerkeszthetd.
3. 7 szabdlyos haromszog szerkeszthet6 az adott szakaszokbdl.

Osszegezve tehdt az adott szakaszokbdl 31 + 17 + 7 = 55 kiilonbozé haromszog szer-
keszthet6.

Legyenazbzc.Mivelaz b és azc, ezért 2az b + ¢, ami az allitast igazolja.

Legyenazbzc. Mivela<b + c,ezért 2a<a + b + ¢ = K, amibdl
a+b+c K
a<—=—,

2 2
Mivel a volt a legnagyobb oldal, ezért b-re és c-re is teljesiil az 4llitas.

Jelolje az egyenld szard haromszog alapjanak hosszat a, szaranak hosszat b. Ekkor a ke-
riilet 2 + a.

2b+a a
=b+—-<b+a,
2 2
ami az allitas elsd részét igazolja.
Masrészt

3 3 3 b 3 3
—Q2b+a)=—b+—a=b+—+—a> b+i+Za=a+b ,
4 2 4 4 4 4
. ... b_a
ugyanis 2b > a alapjan 2 > 1
Ezzel az 4llitds masodik részét is belattuk.

A szerkesztés: Az a oldal egyik végpontjabdl a b, masik végpontjabdl a c oldallal kor-
ivezek, a kapott metszéspont lesz a harmadik csucs.

e) b=10cm, ¢c=7,5cm; f) b=42 mm, ¢ =42 mm.

A hiaromszog mindegyik esetben egyértelmd.

A szerkesztés: Az a oldalra egyik végpontjdban felveszem a yszdget, majd annak masik
szdrara felmérem a b oldalt. (A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. felada-
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2336.

2337.

2338.

2339.

2340.

2341.
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tokat!)
A hiromszog mindegyik esetben egyértelmd.

A szerkesztés: A b oldalra egyik végpontjdban mérjiik fel az adott « szoget, majd a ma-
sik végpontbdl az a oldallal korivezve az o sz6g szarabol messiik ki a harmadik csi-
csot.

a > b mindegyik esetben teljesiil, a hdromszog mindegyik esetben egyértelmdi.

A szerkesztés: Szerkessziik meg az a oldal egyik végpontjiba a 8, mdsik végpontjdba a
Y szoget. Az adott szogek a-t nem tartalmazd szogszarainak metszéspontja a harmadik
csucs.

A d) esetben B+ y= 180°, igy nincs ilyen hdromszog, a tobbi esetben a hdromszog egy-
értelmd.

Hérom eset lehetséges.
1. 75°-o0s szoget az adott oldalak zar-
nak be. Ekkor a haromszog egyér-
telmd. (Lasd a 2335. feladatot!)
2. A 75°o0s szdg a 6,5 cm-es oldallal S
szemben van. Ebben az esetben is Y
egyértelmd a hiromszog. (Lasd a
2336. feladatot!) 759
3. A 75°o0s sz0g az 5 cm-es oldallal 6,5cm |
szemkozti szog. Ilyen haromszog
nincs. Ha a szerkesztést a 2336. fel-
adatban lefrtak alapjan végezziik,
akkor az 5 cm-es oldallal korivezve
a 75°-o0s sz0g masik szdran met-
széspont nem jon 1étre. (Lasd az ab-
rat!)

A harmadik szog 75°-o0s. Attdl fiiggden, hogy a 45 mm-es oldal melyik szoggel van
szemben, 3 kiilonb6z6 haromszoget kapunk, amelyek szerkesztésére nézve 1asd a 2337.
feladatot.

A d) és az f) esetben o+ B+ y=181°, tehdt nem 1étezik ilyen hdromszog. A tobbi eset-
ben végtelen sok megoldds van, ugyanis ezekkel az adatokkal a haromszog csak ha-
sonl6sag erejéig meghatarozott. (A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. fel-
adatokat!)

a) Az alap két végpontjabol a szdrakkal korivezve ad6dik a harmadik csics. A meg-
oldas egyértelmii.

b) Az a oldal felez6merGlegesére a felezGpontbdl felmérve m -t addik a harmadik
csucs. A megoldas egyértelmd. (Lasd még a 2072. feladatot!)

c) B= % =52,5°. Az alapra mindkét végpontjiban felmérjiik a 8 szoget, ezek

szarainak metszéspontja lesz a harmadik cstcs. A megoldas egyértelm(. (Lasd még
a 2071. feladatot!)
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2342.

d)
e)

Wy

8)

h)

J)

k)
)

Mivel 5+E=90°, ezért f=180°—

— 20, tehdt B O ismeretében szerkeszt-
het6. Hasonléan szerkeszthet§ o is,
ugyanis or= 180° — 23 =46- 180°.

a)
b)
c)
d)

Lésd a c) pontot!

Felvesziink egy 105°-0s szoget, majd ennek mindkét szdrdra a szog cstcsabdl fel-
mérjiik a b oldalt. A megoldas egyértelmd.

A b oldal mint 4tméré f6lé Thalesz-kort szerkesztiink, majd ezt az egyik végpontbdl
elmetssziik m -val. A kapott metszéspont az a oldal felezGpontja. m, egyenesére
tiikkrozve a b oldalt ad6dik a haromszog. A megoldds egyértelmdi.

Az a oldal mint atméré folé Thalesz-kort szerkesztiink, majd az atméré egyik vég-
pontjabdl m,-vel koriveziink. A kdorrel kapott metszéspontot az dtmér6 mdsik vég-

pontjaval 6sszekotve adédik az egyik szar egyenese. Ennek az a oldal felez6merd-
legesével vett metszéspontja lesz a hdromszog harmadik csicsa. (Lasd még a 2073.
feladatot!) A megoldds egyértelmd.

m, egyik végpontjdban mindkét irdnyban szerkessziink % nagysagu szoget, masik

végpontjaban pedig szerkessziink merSleges egyenest. A kapott félegyenesek met-
széspontjai lesznek az alap végpontjai. A megoldds egyértelmd. (Lasd még a 2079.
feladatot!)

Szerkessziink m,-re egyik végpontjdban 90° — & nagysdgu szoget, masik végpontja-
ban pedig merdlegest. A kapott szogszarak metszéspontja lesz az alappal szemkozti

csucs. Az igy kapott szarra (b) o-t felmérve, majd a kapott szog masik szdrdra a mar
ismert b-t felmérve adddik a haromszog. A megoldas egyértelmd.

Lasd a 2340. feladatot! A haromszog csak hasonldsag erejéig meghatdrozott.
Mivel o+ 23 = 177°, ezért nincs ilyen egyenl§ szdrd haromszog.

Lésd az i) pontot!

B

Lasd a 2341/d) feladatot!
Lasd a 2341/e) feladatot!
Lasd a 2341/h) feladatot!
Lasd a b) pontot!

(A szogek szerkesztésére nézve lasd a
2144-2146. feladatokat!)
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2343. Jeldlje F az AC oldal felezGpontjét.

a)

c)

2344. a)

102

b)

c)

— b) Az ABF héaromszog szerkeszt-
hetd, ugyanis két oldala (b, g] ésa

nagyobbikkal = szemkozti  szoge
(180° — &) adott. (Léasd a 2336. fel-
adatot.) Ezek utdn az AF oldal F-en
tili meghosszabbitdsdra felmérve

g-t adodik a C csucs.

Az ABF haromszog harom oldala (b, Sps g) adott, igy most is szerkeszthetd. (Lasd

a 2334. feladatot!) A befejezés ugyanaz, mint az el6z8 pontokban.

— < 90°. Lasd a 2341/i) feladatot!
— a=90°. Ekkor m, = b, a hdromsz6g egyenld szari derékszogu.

-90° < ¢ < 180°. Az ATB hiromszog szerkeszthetd.

A
A
b‘

(A
B c

2344/1. dbra 2344/2. dbra

Lasd a 2341/g) feladatot! a > m,, esetén van megoldas.

A 2344/3. 4bra alapjan AB’BY = BAB’ 4 = g és AC’C3 =CAC’y = g, igy az

AB’C’ egyenl§ szard haromszog szerkeszthet$ (alapja és szogei adottak). Ezek utan
az AB’ és az AC’ oldalak felez6merdlegesei kimetszik a B’C’ szakaszbdl a B és C

csdcsokat. A szerkeszthetGség feltétele, hogy < 90° legyen.
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d)

e)

g)

h)

2344/3. dbra

7 _ z

a . . «
B= 900_?’ igy ez az eset visszavezethet$ az el6zdre. (o < 180°)

— f) Tegyiik fel, hogy B < 90° adott. (OC = 90°—§) A 2344/4. dbra alapjan (hason-

16an a c¢) ponthoz) az AB’C hiromszog szerkeszthetd (egy oldal és a rajta fekvé két
szog adott — 14sd a 2337. feladatot), és B a B’C szakasz azon pontja, amelyik
egyenl§ tdvol van A-t6l és B’-tdl.

B’ b B a C
2344/4. dbra

Vegyiink fel az R sugari korben egy a hossziisdgud hirt. Ennek a hdrnak a felezGme-
rélegese kimetszi a korbdl az alappal szemkozti csticsot.

— 2R = a. Egyértelmi megoldés, egyenl6 szard derékszogid haromszog.
— 2R > a. Két nem egybevagd haromszog a megoldas.
— 2R < a. Nincs megoldas.

Vegyiink fel az R sugarti korben egy b hosszisagu hurt, majd ennek egyik végpont-
jabdl hizzuk meg a kor atmérdjét. A hurt a tekintett 4tmérS egyenesére tiikrozve
megkapjuk a haromszog hidnyz6 csicsiat. A megoldhatésdghoz sziikséges, hogy
b < 2R teljesiiljon. Ekkor a megoldas egyértelmd.

Az R sugaru kor egyik atmérGjére annak egyik végpontjabol mérjiik fel az m, sza-
kaszt, majd a kapott végpontban allitsunk rd merdlegest. Ez a merdleges kimetszi a
korbdl az alap végpontjait. Ha m, < 2R, akkor egyértelmd megoldds van, mds eset-

ben nincs megoldas.
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J)

Mivel 0+ B=90°, ezért 3 szerkeszthetd. Innen ldsd a 2341/d) feladatot!
0 < 90° esetén egyértelmii megoldés van.

2345. Jeldlje B az alapon fekvs, o a szdrak dltal bezart szoget. Ekkor o+ 23 = 180°.

2346.

2347.

2348.

104

c)
d)

B=2 iey a=2B, azaz o= 90°, B = 45°

2
o
ﬁ_3

B=2c, igy So= 180°, ahonnan o = 36°, B =72°;
B="7a,igy 150 =180°, ahonnan o= 12°, = 84°.

,igy 5 = 180°, ahonnan f3 = 36°, or= 108°;

A szerkesztésre nézve lasd a 2341/d) feladatot!

Ha K a kertiletet, a az alap hosszét b a szar hosszét jeloli, akkor a + 2b = K.

a)
b)

b =2a, igy 5a = 2 dm, ahonnan a = 0,4 dm, b = 0,8 dm;

b =4a, igy 9a =2 dm, ahonnan azé dm, bz% dm .

A szerkesztésre nézve lasd a 2341/a) feladatot!

a)
b)

c)

d)

a)
b)

c)

d)

e)

byl
8)

Lasd pl. a 2341/a) feladatot!
A magassag egyik végpontjdba mer6legest, masik végpontjdba 30°-os szogeket
szerkesztiink mindkét oldalra.

2
A szabdlyos haromszog koré irhat6 kor sugara a magassag 3 része. (A koré irhat6

kor kozéppontja silypont is egyben.) Igy beldle felezéssel, majd haromszorozéssal a
magassagot kapjuk. (Lasd a b) pontot!)

A beirhat6 kor sugara a magassag harmada. (A beirhaté kor kozéppontja is a sily-
pontban van.)

Egy derékszog egyik szdrdra a-t, masik szdrdra b-t mérjiik fel a csticsbél kiindulva.
A c atfogé mint atmérd folé szerkesztett Thalész-korbdl, a-val korivezve ¢ egyik
végpontjabdl, kimetsziik a derékszogi cstcsot.

A ¢ mint 4tmérd feletti Thalész-kdrb6l a c-vel parhuzamos, t6le m, tdvolsagra levs
egyenes metszi ki a derékszog( csucsot.

Egy derékszog egyik szardra mérjiik fel a csicsboél kiindulva a-t, majd szerkessziink
a mint 4tmérd f61é Thalész-kort. A derékszdg csticsabol m -vel kdrivezve kimetsziik

a Thalész-korbdl az atfogéhoz tartoz6 magassdg talppontjat. Ezt a mésik végpontja-
val sszekotve, majd a talpponton til meghosszabbitva kapjuk az atfogét és a ha-
romszog harmadik csucsat.

B=90° — ¢, igy szerkeszthetS. Adott az a befogdn fekvé két szog (3, 90°), igy a ha-
romszdg a 2337. feladat alapjan szerkeszthetd.

Lésd az el§z8 pontot!

o=90° — B. (Lasd az e) pontot vagy

a 2337. feladatot!)
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h)

2349. a)

b)

d)

e)

Vg

2350. a)

b)

Mivel TCA =90° — o= B, ezért az
ATC, szerkeszthetd. (Lasd az e)

pontot!) CA-ra C-ben merdlegest 4l-
litunk, majd A7-t T-n til meg-
hosszabbitjuk. Ezek metszéspontja
lesz a B cstcs. A megoldas minde-
gyik esetben egybevidgdsig erejéig
egyértelmd.

Lésd a 2348/d) feladatot! A megoldhatdsdghoz sziikséges, hogy a > m, teljesiiljon.
A megoldds a > m_ esetén egyértelmd.

B =90° — o szerkeszthetd, igy ldsd a 2348/g) feladatot! A megoldhat6sdghoz sziik-
séges, hogy o < 90° legyen. A megoldas o < 90° esetén egyértelmd.

Lésd a 2348/e) feladatot! Sziikséges, hogy < 90° teljesiiljon. A megoldas f < 90°
esetén egyértelmd.

¢ =2R, f=90° — o adottak, igy ldsd a b) pontot. Sziikséges, hogy o < 90° teljesiil-
jon. Ekkor egyértelmii a megoldas.

¢ =2R, igy lasd a 2348/c) feladatot! A megoldhatosdg feltétele, hogy m_ = R telje-
stiljon. Ebben az esetben a megoldas egyértelmd.

c=2R, igy lasd a 2348/b) feladatot! A megoldhatésdghoz sziikséges, hogy b < 2R
teljesiiljon. Ekkor a megoldés egyértelmd.

Az AOT hiromszog szogei és egyik

befogéja adott, igy szerkeszthetd.

(Lasd a 2348/a) feladatot!) Ezek a=r gy &
utdan AT T-n tdli meghosszabbitasara i B 2
mérjiik fel 7-bdl r-t, kapjuk a C csu- /5 bh_r
csot. Az AC egyenest tiikkrozziik az agy r
AO egyenesre, adodik az 4atfogd N\ r
egyenese, aminek az AC-re C-ben “r =

= . ) T A
allitott merdlegessel vett metszés- b b-r «a
pontja a B csics. A megoldhatdsag- 2
hoz sziikséges, hogy o < 90° legyen,
ekkor a megoldas egyértelmi.

— ¢) Az AOT haromszdg most is
szerkeszthetS, hiszen két befogéja
(r, b —r) adott. Innen lasd az el6z6
pontot! A megoldashoz sziikséges,
hogy b >2r teljesiiljon. Ebben az
esetben a megoldas egyértelmd.

2350/1. dbra
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d)

e)

2351. a)

106

Mivel ¢ + 2r és r adott, ezért ¢ szer-
keszthet6. Masrészt a korhoz kiils§
pontbél  huzott  érintészakaszok
egyenldsége kovetkeztében
c=(a-rn+b-r=a+b-2r,
45°
ahonnan a+b=c+2r. (Lasd a B’ a
2350/1. abrat!) A 2350/2. 4bran lat- .
2350/2. db
hat6 ABB’ hiromszog két oldala asra
(a+ b, c) adott és a BB’AJ =45°,
1évén a BB’C derékszogii haromszog
egyenld szard (BC=B’C). Mivel
a<90° ezért az ABB’ hiromszdg
egyértelmien szerkeszthets.

Az ABB’ haromszog szerkesztése: Az AB’ szakaszra a B’ pontban szerkessziink 45°-
os szoget, majd A-bol c-vel messiik el a kapott szogszarat. Mivel o < 90°, ezért a
1étrejové metszéspontok koziil a B’-hoz kozelebbi az a < b, tavolabbi az a > b eset-
nek felel meg. (Ha az adataink olyanok, hogy csak egy kozos pont — érintési pont —
jon létre, akkor a = b és ¢ = 45°.)

Ha az ABB’ haromszog megszerkesztett, akkor a B-b8l AB’-re bocsatott meréleges
talppontja lesz a C csics. Ahhoz, hogy adatainkb6l a haromszog szerkeszthetd le-
gyen sziikséges, hogy az ABB’ haromszog B csucsa 1étrejojjon. SzElsé helyzetben
(érintési pont) AB =BB’ és igy az ABB’ haromszog egyenld szari derékszogi.
a+b c+2r
V2o 2

nél kisebb, nincs megoldas, ha nagyobb, vagy egyenld, akkor egybevagdsag erejéig

Pitagorasz tétele alapjan ekkor 2¢? = (a + b)?, ahonnan ¢ = . Ha c en-

egyértelmd megoldas van. Tehat ¢ = ct2r , amibdl figyelembe véve, hogy c¢ + 2r

7

és r adott

2
(c+2r)—2r§cj/__—r,

2

vagy

V2 -1
242

Mivel ¢ + 2r=a + b, ezért az ABB’ haromszdg o < 90° esetén egyértelmiien szer-
keszthet§ (14sd a 2350/2. abrat), ahonnan a befejezés az el6z6 pontban leirtak alap-
jén torténik.

(c+2r)

Zr.

Lasd az el6z6 feladat d) pontjat! A megoldashoz sziikséges, hogy ¢ = ath telje-

stiljon. Ekkor egybevagésag erejéig egyértelmi megoldast kapunk.
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b)

c)

d)

e)

Az adatokbdl adédéan a>b. A
2351/1. abra alapjan az ABB’ harom-
szog szerkeszthetS, hiszen adott két
oldala (a—b, c) és a nagyobbikkal
szemkozti szog, amely, 1évén az
AB’C egyenl$ szard derékszogid ha-
romszdg, 135°. (Az ABB’ hirom-
sz0g szerkesztésére nézve lasd a
2336. feladatot!) Ezek utin a BB’
egyenesére A-bol bocsatott merd-
leges talppontja lesz a C csucs.
A megoldhatésaghoz  sziikséges,

hogy ¢ >a — b teljesiiljon, és ekkor
egyértelmd megoldést kapunk.

Mivel a>b, ezért 45°<a<90°
kell, hogy legyen. A 2351/1. 4bran
lathaté, hogy az ABB’ haromszog-
ben B'’ABY = a—45° és ABB’J =
= f=90° — o. Ismert tehét egy oldal
(a—Db) és a rajta fekvé két szog
(90° — ¢, 135°), igy az ABB’ harom-
sz0g szerkeszthetd. (Ldsd a 2337.
feladatot!) Innen lasd az el6z8 pon-
tot! A megoldés egyértelmd.

Lésd az a) pontot!

a adott, igy a 2351/2. é4bra alapjan
ABC4 =90° -,

BCC'¥ =BC'Cy =45° + % ami-

bél AC’C<I=135°—%. fgy az

AC’C hiaromszdgben adott egy oldal
(c—a) és a rajta fekvé két szog

(lSS"—%,aj, tehat a haromszog

szerkeszthetd. (Lasd a 2337. felada-
tot!) A hidnyzé B cstcsot az AC-re
C-ben Aéllitott merdleges és az AC’
C’-n tdili meghosszabbitdsanak met-
széspontja adja. o< 90° esetén egy-
értelmd megoldast kapunk.

E a-b B b C
a

2351/1. dbra

2351/2. dbra
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f) A 2351/3. dbran l4thato, hogy az adatokbdl a BC’B’ hdromszog szerkeszthetd. (Lasd
a 2337. feladatot!) A C és az A csticsot a C’B’ szakaszb6l a BC’ és a BB’ szakaszok
felezGmerdlegesei metszik ki. Ha o < 90°, a megoldés 1étezik és egyértelmdi.

C’ a C. b A ¢ B’
2351/3. dbra

2352. a) Az édbran lathat6, hogy az adatokbdl
az A’BC derékszogli hdromszog
szerkeszthetS. (Egy oldal és a rajta
fekvé két szog adott: a+ b, 90°,
22,5°. A szerkesztésre nézve lasd a
2337. feladatot!) Ezek utan BC = a-t
CA’-re C-b6l felmérve kapjuk az A
csucsot. A megoldds egyértelm(.

b) Mivel az egyenld szaru derékszogi
haromszog hegyesszoge 45°, ezért
lasd a 2351/e) feladatot!

2353. Elegendd megszerkeszteniink a BCF de- ¢
rékszogli haromszoget (14sd az &brat),
ugyanis ennek a CF egyenesre valo tiik-
rozésével adodik a kivant szabalyos ha-
romszdog. A BCF hiromszogre nézve
adott a +m és a szogek, igy az el6z8
feladat a) pontjdban alkalmazott mdd-
szerrel szerkeszthet§. A megoldas egy-
értelmd.

30°

60°

T

(SR

2354. Azonos a 2347. feladat c) és d) pontjaval.

2355. Ha o és B a két hegyesszog, akkor o+ f=90°, ésha o : B=p : ¢, akkor
a=—"L_90° & p=—9.90°,
ptq ptq
A szerkesztésekre nézve lasd a 2337. feladatot!
a) a=30° P=60° b) a=36° PB=54° c) a=20° B="70°%
d) oo=18°, B=172° e) a=15° B=75°% f) a=40° B=50°
g) a=35° B=55°.
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2356.

2357.

Ha > o és B — a= 9, akkor
oc:45°—é és [3:45°+é.
2 2

A hegyesszogek ismeretében a szerkesztés a 2337. feladat alapjan torténhet.

a) =375° B=525° b) a=3375° B=56,25° c¢) a=30° B=060°

d) a=2625° B=63,75° ¢) a=225° B=67,5°  f) a=15° B="75°

g) a=175° p=825°.

(A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat.)

a) oés Badott, ezért y= 180° — (o + PB) is adott. Igy két oldal és a rajta fekvd két szog

ismeretében a 2337. feladat alapjan a haromszog szerkeszthets. A szerkeszthetGség
feltétele: o + < 180°.

b) Lasd a 2059. feladatot! A szerkeszthetSség feltétele: ¢ zm,. Ha ¢ >m,, akkor két
megoldés lehetséges attdl fiiggden, hogy a-t az m, feldli, vagy a mdsik oldalra mér-
juk fel.

c¢) Lasd a 2058. feladatot! A szerkeszthetGség feltétele: B < 180°.
d) Lasd a b) pontot!

e) Az AB’C haromszdgnek adott két oldala (a + ¢, b) és az egyikhez tartoz6 magassa-
ga, igy a b) pont alapjan szerkeszthetS. (2357/1. dbra) A B’A szakasz felezGmerdle-
gesének a B’C szakasszal vett metszéspontja a B cstics. A szerkeszthetGség feltétele:
m,=b é m,<a+c. A b) ponthoz hasonldan itt is két megoldas lehetséges, ha
m,<b.

0 >

A 14
B’ ¢ B a C

2357/1. dbra

f) Az AB’C hiaromszog most is szerkeszthetd, hiszen egy oldal (a + ¢) és a rajta fekvd

két szog (g, y) adott. (Lasd a 2357/1. abrat és a 2337. feladatot!) A B csicsot az

el6zG pontban leirt médszerrel kapjuk. A szerkeszthetGség feltétele: B+ y< 180°.
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110

g)

h)

J)

k)

Az A’BC hiromszogben adott két
oldal (b+c,a) és a kisebbikkel

szemkoOzti sz0g (%) A szerkesz-

téshez sziikséges, hogy b + ¢ > a tel-
jesiljon. A szerkesztés: Az adott

A’C oldalra A-ban felvessziik az %

szoget, majd a kapott szogszarat C-
bdl a sugart korivvel elmetszve kap-
juk a B csucsot. Ha az adatok olya-
nok, hogy B nem jon létre, akkor
nincs megoldas. Ha a C kozéppontd,

o 2357/2. dbra
a sugard kornek érintdje az >

nagysagu szog szara, akkor a megoldds egyértelmd (A’BC¥ =90°). Ekkor b =c,
azaz a szerkesztett hdromszog egyenl$ szard. Ha a B cstcsra két lehetségiink van
(A’B szelGje a C kozéppontt, a sugard kornek), akkor két megoldést kapunk. Az A
csticsot az A’B szakasz felezGmer6legese metszi ki az A’C szakaszbol.

Az A’BC hiaromszog (2357/2. 4bra) szerkeszthetd, ugyanis adott két oldala (a, b + ¢)
és a kozbezart szog (7). (Lasd a 2335. feladatot!) Az A cstcs az el§z8 pontban leir-
tak alapjan kaphatd. A szerkeszthetGség feltétele: b + ¢ > a, y< 180°. A megoldas
egyértelmd.

A 2357/1. abran lathaté AB’C haromszog szerkeszthetS. (Lasd a c) pontot!) A B
csics az el6z8 pontokban leirt mdédon kaphatd. A szerkeszthetdség feltétele:
a+c>m, y<180°.

A 2357/3. 4bran lathaté AB’C ha-
romszog szerkeszthetS, ugyanis két
oldala (a—c, b) és a nagyobbikkal

szemkozti szog (90°+§) adott.

(Lasd a 2336. feladatot!) A B csu-
csot az AB’ szakasz felez&merdlege-
se metszi ki a B’C egyenesbdl. A
szerkeszthetség feltétele: B < 180°,
a-c>0, b>a—c. A megoldéds 2357/3. dbra
egyértelmd.

A 2357/4. é&bran lathaté AB’C’ hdaromszognek ismert egy oldala (a+b +c),
a hozzd tartoz6 magassdg (m,) €s az adott oldallal szemkozti szog

2 2

kesztéshez egy olyan tételt és ahhoz kapcsoléddan egy olyan szerkesztési eljarast
fogunk alkalmazni, ami k6zépiskolds tananyag. Ez a tétel Thalész tételének az alta-
lanositdsa: Azon pontok halmaza a sikon, amelyekbdl a sik egy adott AB szakasza

+ 180°—
(a+ B+y =a+ 80°—c :90°+%) Ez a haromszog szerkeszthetS, bar a szer-
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adott o (0° < ax < 180°) szog alatt latszik, két szimmetrikus koriv, a latészogkoriv,
amelyek koz6s hirja az AB szakasz. Az AB szakasz végpontjai nem tartoznak a 1at6-
szogkorivhez. (a = 90° esetén Thalesz tétele adddik.) (2375/5. 4bra)

B 4 X
2 2

2357/4. dbra

A latészogkoriv szerkesztéséhez az un. keriileti szogek tételét hasznaljuk, amely azt
mondja ki, hogy egy korben az ugyanahhoz az ivhez tartozé keriileti szogek
egyenl6ek. (Keriileti szog: Cstcsa a kor kertiletén van, szdrai pedig a kor két hurja,
vagy egy hur és egy érintd.) (2357/6. dbra)

A‘é

&

2357/5. dbra 2357/6. dbra

A latészogkoriv szerkesztése (lasd a 2357/5. abrat): Legyen adott egy szakasz és egy
konvex szog.

1. Szerkessziik meg a szakasz felezGmerdlegesét

2. Vegyiik fel a szakaszra, annak egyik végpontjdban az adott szoget.

3. A szdg csticsdban szerkessziink azon szogszarra merdlegest, amelyre nem illesz-
kedik az adott szakasz.

4. Az adott szakasz felezGmerGlegesének és a fenti merSlegesnek a metszéspontja
adja az egyik koriv kozéppontjat.

5. A masik kozéppont az adott szakasz egyenesére vonatkozé tiikrozéssel adodik.
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2358. a)

112

b)

c)

d)

e)

NV

Ennyi bevezetd utan térjiink vissza az eredeti feladathoz. A szerkesztés (2357/4. ab-
ra):

1. A B’C’ (a + b + ¢) szakasz folé szerkessziik meg a 90°+% szogl 1atoszogkoriv

egyik felét.
2. A koriv feloli oldalra B’C’-t6] m,, tavolsdgra szerkessziink B’C’-vel parhuzamost.
3. A koriv és a parhuzamos metszéspontja az A cstcs.
4. AB’ és AC’ felez6mer6legese metszi ki B’C’-bdl a B és a C csticsot.

A megoldas egybevagésag erejéig egyértelmt, ha a korivnek és a parhuzamosnak
van koz0s pontja, egyébként nincs megoldas.

Vegylink fel egy R sugarud kort, majd abban egy a hosszisdgu hurt. Ezek utdn a hur
egyenesétdl m, tdvolsdgra, a hirral parhuzamosan vegyiink fel két egyenest. Ezen

egyenesek és a kor metszéspontjai szolgéltatjdk az a oldallal szemkozti cstiicsokat.

A szerkeszthetGség sziikséges feltételei: a = 2R, m, < 2R. Ha csak az egyik parhuza-

mos egyenesnek van kézos pontja a korrel, akkor egybevdgdsdg erejéig egyértelmi
a megoldds. Ha mindkét parhuzamosnak van kozos pontja a korrel, akkor két nem
egybevagé megoldast kapunk. Ha egyik parhuzamosnak sincs pontja a koéron, akkor
nincs megoldas.

Az R sugari kor a hosszisdgu hirjara egyik végpontjdban felvett 8 sz6g széra met-

szi ki a korbdl az a oldallal szemkozti csicsot. A szerkeszthetGség feltételei: a = 2R,
B < 180°. A megoldds egyértelmd.
Az R sugart kor a hossziisagu hirjanak felezSpontjabol s -val korivezve metsziik ki

a korbdl az a oldallal szemkozti csicsot. A szerkeszthet§ség feltételei: a = 2R. Ha
nem jon létre metszéspont, akkor nincs megoldds. Ha van metszéspont, akkor a
megoldas egybevagdsag erejéig egyértelmd.

Az R sugard kor b hossziisagu hirja mint &tméré folé szerkessziink Thalesz-kort.
Ezt a Thalesz-kort messiik el a hir valamelyik végpontjdbdl m -val korivezve. A ka-

pott pont és a hir masik végpontja adja az a oldal egyenesét. Ennek az egyenesnek
az R sugaru korrel vett masik metszéspontja a B cstcs. A szerkeszthet§ség feltételei:
b=2R, m, < b. A megoldas egyértelmd.

Az s, mint dtmérG f0l€ szerkessziink Thalesz-kort. Ezt s, egyik végpontjdbdl m -val
korivezve (legyen m, < s ) messiik el. A kapott metszéspont és s, mdsik végpontja

meghatdrozza az a oldal egyenesét. Erre s, végpontjabol mindkét irdnyban %-t fel-

mérve adddik a B és a C csucs. A szerkeszthetSség feltétele: m,=s,. Ham, =5, ak-

kor a hdromszog egyenldszard. A megoldds egybevagdsig erejéig egyértelm.

Szerkessziink a b oldal mint 4&tmér§ f6lé Thalesz-kort. Ezt b egyik végpontjabdl
messiik el m -val. Ez a pont és b mdsik végpontja meghatdrozza az a oldal egyene-
sét. Ezt az egyenest b azon végpontjdbdl, amelybdl m -val koriveztiink messiik el s -

val. A kapott pont lesz az a oldal felez6pontja. Innen az a oldal és igy a hdromszog

mdr szerkeszthetS. A szerkeszthetGség sziikséges feltételei: m, =s, m,=b. Ha
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2359. a)

m, = s, akkor a hdromszdg egyenlszéari. Ha m, = b, akkor a haromszog derékszo-
gl. Ha m, < s, akkor két nem egybevdgd hiaromszog a megoldas.

Ha m,=f,, akkor a hdromszog egyenld szard. (Lasd a 2341/b) feladatot!) Tegyiik
fel, hogy f,, > m,. Ekkor

A’Ad 3 = %— (90°-B) = 90°—¥— (90°—p) = % .

Mivel az A’AA, hiromszdg szerkeszthet§ (1sd a 2348/b) feladatot), ezért adott sz4-
munkra az a oldalon fekvd két szog kiilonbsége, f— ¥ (Most feltessziik, hogy

B>7v)

.
|
|
|
|

A B-v |
180°— (B~ Ky :
e AN |
|
|
|
|
|
|
a B Y
B A, A o B C
2359/1. dbra 2359/2. dbra

A 2359/2. abrén l4that6, hogy a hdromszog A csuicsdt a BC’ szakasz folé szerkesztett
180° — (B — p) szogl 1atészogkoriv (lasd a 2357. feladat k) pontjat) metszi ki a BC-
vel parhuzamos, t6le m, tdvolsdgra levs e egyenesbdl. (C” a C pont e egyenesre vo-

natkoz6 tiikorképe.) Mivel feltételeztiik, hogy > ¥, ezért a feladat megoldésa egy-
értelmd.
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b) Ha m,=f,, akkor a hdromszdg

egyenl§ szard, ennek szerkesztésére
nézve lasd a 2341/h) feladatot.
Tegyiik fel, hogy f,,>m,. Az A’AA,

haromszog szerkeszthet6 (lasd a
2348/b) feladatot). A-ban f-ra a

2359/3. abranak megfeleléen mind-

két oldalra felmérve az % nagysagu

szoget, a szogszdrak kimetszik az 2359/3. dbra
A A’ egyenesbll a B és a C cstcsot.

Ha or < 180° és f,, z m , akkor a fel-

adat megoldasa egyértelmd.

c) A szerkesztés itt is az A’AA,, derékszogli haromsz0g megszerkesztésével kezdddik,
haf,>m,. (m,=f,esetre 1dsd a 2341/f) feladatot!) Ha b > f,,, akkor A-bél m -val at-

ellenes oldalra korivezve kapjuk a C csucsot, ha b =f,, akkor a masik irdnyba kell

korivezniink. (Ez az dbran annak felel meg, hogy a ¢ oldal adott.) A B cstcsot a b
oldal f,, egyenesére vonatkozé tiikkdrképe metszi ki az AjA’ egyenesbll. A megoldds

egyértelmd.

d) Ha m, =f,, akkor az AA,C hdromszog (ldsd a 2348/e) feladatot) m, egyenesére vo-
natkozé tiikdrképének és az AA,C hiaromszognek az egyesitése a szerkesztendS ha-

romszog.
Ha m, <f,, akkor az AA,C hdromszdg (2359/3. dbra) most is szerkeszthetd. A-bol
f,-val korivezve addédik az AC szakaszon az A’ pont. A B csiics ugyanigy kaphat6

P

meg, mint az el6z6 pontban. Ha az adatok az &dbrdnak megfelel6ek, akkor
b > f, > m,. Ekkor a megoldés egyértelmd.

e

~

Tegyiik fel, hogy > y. Az AA’C ha- A
romszdg szerkeszthetd, hiszen egy

oldala és a rajta fekvé két szog adott.

A B csucs szerkesztése az el§z6 pon-

tokban leirtakhoz hasonléan torté-

nik. Ha 8 + y< 180°, akkor a megol-

dés egyértelmd. (2359/4. 4bra)

W R

Y
B A’ C

o
180°—| —+
(2 y)

2359/4. dbra
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2360. a) Az édbran lathaté AB’D egyenl sza- D ¢ ¢

2361.

b)
c)

d)
a)

b)

c)

d)

e)

ri haromszog szerkeszthetd, ugyanis
adott szdrainak és alaphoz tartozé

magassdgdnak a hossza. (Lasd a d b b
2341/f) feladatot!) Mivel B’BCD pa- m
ralelogramma, ezért B és C konnyen
szerkeszthetd. /AT
A a-c B c B
a
Az dbra AB’D haromszogének adottak az oldalai, igy szerkeszthetd.

s 2

Az a oldallal parhuzamos, tle m tavolsdgra 1év4 egyenest a végpontjaibdl elmetsz-
szilk b-vel és d-vel. A kapott metszéspontok lesznek a trapéz hidnyzé cstcsai.
A feladatnak négy megoldédsa van.

Az édbra AB’D haromszoge szerkeszthetd, hiszen oldalai (a — c; b; d) adottak.

A 2361/1. 4bran liathaté6 AB’D ha-
romszog az adatok alapjan szabdlyos
és adott a magassaga, igy szerkeszt-
het6. (Lasd a 2347/b) feladatot!) d
A B’BCD négyszog paralelogram-
ma, és az a oldal hossza adott, igy a

B és a C csucs szerkeszthetd. o
A
2361/1. dbra
Az a oldalra, annak jobb végpontjiban vegyiik fel a 8 szoget. A kapott szogszérra

felmérve a b oldalt, adédik a C csics. Hizzunk C-n keresztiil a-val parhuzamost,
majd ezt messiik el az a oldal bal végpontjabdl d-vel. A D csticsra két lehetdségiink
van, igy a feladatnak két megoldésa van.

A 2361/1. abréan lathaté AB’D haromszognek adott egyik oldala (a —c¢), a hozza
tartoz6 magassag és az adott oldalra illeszked§ egyik szog, igy szerkeszthetd. (Lasd
a2357/c) feladatot!) A B és a C cstics az a) pontban leirtak alapjan adédik.

A ¢ oldalon fekvé szogek: y=75° D c C
0=97,5°. Ezeket a szogeket vegyiik g MY
fel c-re a végpontokban, majd a
szOgszdarakat messiik el a c-tl m t4- d m| [

volsdgra haladé parhuzamos egye-
nessel. (2362/2. dbra)

Vegyiik fel az a oldalt, majd vele o ﬁ
parhuzamosan, téle m tdvolsidgban A a B
egy egyenest. Vegyiik fel az o szo- 2361/2. dbra

get az a bal végpontjadban. A szog-
szar és a parhuzamos metszéspontja
lesz a D cstics. Ebbdl c-t felmérve adddik a C cstcs.

115



GEOMETRIA

2362.

2363.

116

NV

Mivel a = c, ezért a trapéz paralelogramma lesz. Szerkesztése az e) pontban leirtak-
hoz hasonléan torténik.

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)

b)

c)

d)

e)

Az ABC hiromszog szerkeszthetd,
hiszen adott hdrom oldala. C-n ke-
resztiil AB-vel pdrhuzamost hizva és
arra C-bdl a ¢ oldalt felmérve ad6dik
a D csucs.

Az ABC hiaromszdg most is szer-
keszthetS. A-ban az AB oldalra fel-
mérve o-t, a kapott szogszar és a C-
re illeszked§, AB-vel parhuzamos
egyenes metszéspontja lesz a D
cstcs.

Most az ACD héaromszog szerkeszthet6 harom oldaldbdl. Ezek utdn CD-re C-ben
vegyik fel a 180° — = 105° nagysdgt szoget. A kapott szogszar és az A-ra illesz-
kedd, CD-vel parhuzamos egyenes metszéspontja lesz a B csucs.

Az ABC hiaromszognek adott két oldala és az egyikhez tartoz6 magassag, igy a ha-
romszog szerkeszthetS. (Lasd a 2357/d) feladatot!) AB-re A-ban vegyiik fel o-t,
majd messiik el a kapott szogszdrat az AB-vel parhuzamos, C-re illeszkedd egyenes-
sel. A metszéspont lesz a D csucs.

Az ABC hiaromszog megszerkesztése utdn messiik el A-bdl d tdvolsdggal az AB-vel
parhuzamos, C-re illeszkedd egyenest, kapjuk a D cstcsot. Két megoldést kapunk.

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)

d)

e)

Ny

— ¢) Messiik el az a oldallal parhu-
zamos, tGle m tdvolsigra levs egye-
nest az A csucsbdl e-vel, a B csucs-
b6l f-fel az dbranak megfelelGen. fgy
adodik a C és a D csics. A c¢) eset-
ben a trapéz szimmetrikus.

Az ABC haromszog szerkeszthetd, hiszen adott harom oldala (a, b, €). A D csticsot
az a-val parhuzamos, C-re illeszkedS egyenesbdl a B végpontd, f hosszisagu sza-
kasszal metszhetjiik ki az dbranak megfeleléen.

A D csucsot az a-ra A-ban felvett o sz0g szarabdl az a-val parhuzamos, tle m ta-
volsagra 1év6 egyenes metszi ki. A C csucs A-bdl e-vel korivezve adédik az dbranak
megfelelGen.

Az ABD haromszog szerkeszthetd, hiszen adott két oldala és az dltaluk kozbezart
sz0g (a, d, o). A C cstcsot az el6z6 e) ponthoz hasonldan kapjuk.

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!
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2364. a)

b)

c)

d)

e)

g

g)

h)

i)

Lasd a 2360/d) feladatot! Ha b + d >

>a—c(azc),é a—c+b>d, ak-
kor a feladat megoldasa egyértelmi

Lasd a 2361/a) feladatot! ha
o< 180° és < 180°, akkor a meg-
oldas egyértelmdi.

Az ABC héaromszog szerkeszthetd, 2364/1. dbra
hiszen adott két oldala és az éltaluk kozbezart szog (a, b, B). Az a oldalra az A
csuicsba a 2364/1. dbranak megfelelSen felvett ¢ sz0g szara kimetszi a C-re illeszke-
dé, a-val parhuzamos egyenesbdl a D csicsot. Ha ar< 180° és < 180°, akkor a
megoldas egyértelmii.

Az ABC haromszog szerkeszthet§ (a, e, 8 adott), viszont, ha e = a, akkor két kiilon-
boz6 megfeleld haromszog adédhat. (Lasd még a 2338. feladatot!) A D csucs az
el6z8 c¢) pontban leirtak alapjdn adédik. Attdl fiiggden, hogy az ABC haromszog
szerkesztésekor 0, 1 ill. 2 megoldas adddik, az eredeti feladat megoldédsainak a sza-
mais 0, 1, 2 lehet.

Az ACD héromszog szerkeszthetS, hiszen CDA 4 = 180° — o.. (Ha ¢ z e, akkor el6-
fordulhat, hogy nem kapunk megoldast, vagy két haromszog is megfeleld.) A c-vel
parhuzamos, A-ra illeszked§ egyenesen A-bol a 2364/1. dbrdnak megfelelGen fel-
mérve a-t adédik a B csucs. o < 180° esetén, attdl fiiggden, hogy az A cstcsra hany
megoldas ad6dik, az eredeti feladat megoldédsainak a szdma 0,1 ill. 2 lehet.

Az a oldallal parhuzamos, téle m tdvolsigra levd egyenest B-bdl b-vel elmetszve
adédik a C csucs. C-bdl c-t a 2364/1. dbranak megfelelGen felmérve adédik D. Ha
b > m, akkor két megoldast kapunk. Ha b = m, akkor a trapéz egyértelmd és derék-
szogl. b < m esetén nincs megoldas.
Tegyiik fel, hogy a > c. (Ellenkezd
esetben a szerkesztés hasonl6an tor-
ténik.) Az AB’D hiromszog szer-
keszthet6, hiszen két oldala
(a—c, d) és egy szoge (P) adott. (Ha

d=a—c, akkor el6fordulhat, hogy
nem kapunk megoldast, vagy két ha-
romszog is megfelels.) Az AB’ sza-
kasz B-n tili meghosszabbitdsira B’- 2364/2 dbra
bdl felmérve c-t, a B cstcsot kapjuk.

Az AB-vel parhuzamos, D-re illesz-

kedd egyenesre D-bdl felmérve c-t, a

C csucsot kapjuk. Feltéve, hogy

B < 180°, attdl fiiggben, hogy a D

csicsra hany megoldds adédik, az

eredeti feladat megolddsainak a

szama lehet 0, 1 ill. 2.

Tegyiik fel, hogy a > c. Ekkor a 2364/2. dbra AB’D hiromszoge egyértelmtien szer-
keszthetd, feltéve, hogy o+ B< 180°. A B és a C cstcs szerkesztése az el6z6 g)
pontban leirtak alapjan torténik. A fenti feltételek mellett a megoldés egyértelmd.
Lésd a 2361/e) feladatot! A feladat megoldasa egyértelm.
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J)

k)
)

a)

b)
c)
d)
e)
5

A 2364/1. ébra ABC haromszoge szerkeszthetS. (Ha e = a, el6fordulhat, hogy a ha-
romszog nem szerkeszthet, de az is, hogy a C csucsra két megoldast kapunk.) A C-
re illeszkedd a-val parhuzamos egyenesre az dbranak megfeleléen felmérve c-t ado-
dik a D cstics. A C csucsra kapott lehetséges megoldadsoktol fiiggden az eredeti fel-
adat megolddsainak szdma lehet O, 1 ill. 2.

Lésd az e) pontot!

Az a-val parhuzamos, téle m tdvolsdgra 1évS egyenest A-bdl e-vel a 2364/1. dbranak
megfelelden elmetszve ad6dik a C cstics. Ebbdl az dbranak megfelelden c-t felmérve
kapjuk D-t. Egyértelmid megoldast kapunk, ha e > m, ellenkezé esetben nem kapunk
megoldast.

Mivel AE=2"¢

és o= 60°, ezért

d=b=a—-c. (Az AED haromszog d
egy szabdlyos hdromszog ,fele”.)

Az AED héromszog szerkeszthetd. o
Az dbrénak megfeleléen A-bol a-t A
felmérve az AE egyenesen, a B csu-

csot kapjuk. Az AB-vel parhuzamos,

D-re illeszkedd egyenesen az dbra-

nak megfeleléen c-t felmérve, a C

cstcs adodik.

A szerkesztés az el6z6 a) pontban leirtak alapjan torténik.

Vegyiik fel az a oldallal parhuzamos, t6le m tavolsagra 1év6 egyenest, majd messiik
el ezt b-vel az a oldal mindkét végpontjabdl korivezve. A feladatnak két megolddsa
van.

Vegyiik fel a-ra mindkét végpontjaban az o szoget az abranak megfelelen, majd
mindkét szogszarra a szog csicsabdl mérjiik fel b-t.

Az ABC hiromszog szerkeszthetd, hiszen adott harom oldala. A C cstcsot tiikrozve
az a oldal felez6merdlegesére, adédik a D cstcs.

Az ABC hiromszog szerkeszthetd. (Az adatok alapjan C-re két megoldds addédik.)

A D cstcs szerkesztése az el6z8 e) pont alapjan torténhet. A feladatnak két megol-
ddsa van.

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)

b)

c)

Lasd a 2360/d) és a 2364/a) feladatokat. (Most b =d.) Ha 2b > a — ¢, akkor a meg-
oldas egyértelmii.

Tegyiik fel, hogy o < 90°. Ekkor lasd a 2365/d) feladatot.

Mivel AE =% (feltessziik, hogy

a > c), ezért az AED derékszogl ha-
romszog szerkeszthetS. A befejezés
a 2365/a) feladat alapjan torténhet.
A megoldés egyértelmi, a = ¢ esetén
téglalapot kapunk.
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2367.

d)
e)

5

a)

b)

c)

d)

e)
f

8)

h)

Lésd a 2365/¢) feladatot! Ha e + b > a és a + b > e, akkor a megoldds egyértelmd.
Mivel a szimmetrikus trapéz 4tl6i egyenld hossziak, ezért BD=e ¢és

— + .
BE=a- % = a2 < (feltessziik, hogy a > c). Igy az EBD derékszogli hirom-

sz0g szerkeszthetS. (Ldsd a 2348/b) feladatot!) E-bSl EB egyenesén az dbranak
a—c

megfeleléen -t felmérve kapjuk az A csicsot. A C cstics D-nek az AB felezd-

. ) . L +
merGlegesére torténd tiikrozésével adodik. A megoldéds egyértelmii, ha e> % ,
ellenkezd esetben nem kapunk megoldast. Ha a = ¢, akkor a trapéz téglalap.

Lésd a d) pontot!

Szerkessziink az a oldal A végpont- D ¢ c
jéba merd6legest és erre mérjiik fel A-
bdl d-t. A d oldalra D-ben szer-
kessziink merdlegest az dbranak
megfelelGen, és mérjiik fel erre D-
bbl c-t. Egyértelmd megoldést ka- Aa—cE
punk.

Az AED derékszogli haromszog szerkeszthetd (ldsd a 2348/b) feladatot), ha
a—c<b. Az AE oldal E-n tili meghosszabbitasara E-bél c-t felmérve adédik a B
csucs. Az AB-vel parhuzamos, D-re illeszked$ egyenesre D-b6l az dbranak megfe-
lelen c-t felmérve adddik a C csics. Ha a — ¢ < b, akkor a megoldds egyértelmd,
ellenkezd esetben nem kapunk megoldast.

d b ¢ b

N (o
a-c¢ B

a

Az FBC derékszogli haromszog szerkeszthets. (Feltessziik, hogy a<90° és
a—c<b.) Az FB oldal F-en tili meghosszabbitdsara B-bdl a-t felmérve kapjuk az A
csticsot. Az AB-vel parhuzamos, C-re illeszked§ egyenesre C-bdl c-t az dbrdnak
megfelelGen felmérve addédik a D cstcs. Feltételeink mellett a megoldas egyértelmii.

Az ABC hiromszognek adott hdrom oldala, igy szerkeszthet§, ha e +b>a és
a+b>e. A D csicsot az AB-re A-ban dllitott merdleges metszi ki a C-re illeszkedd,
AB-vel parhuzamos egyenesbdl. A feltételek mellett a megoldds egyértelmd, ellen-
kez§ esetben nincs megoldas.

Az ABC haromszog szerkeszthet§, innen a befejezés ugyanaz, mint az el§z8 pont-
ban.

Az ABD derékszogii haromszognek adott két befogéja, igy szerkeszthets. A C csu-
csot az AB-vel parhuzamos, D-re illeszked$ egyenes és az A kozéppontd, e sugard
kor megfeleld metszéspontja adja. Ha e > d, akkor a megoldés egyértelmd, ellenke-
z§ esetben nincs megoldds.

Az ACD derékszogl haromszog szerkeszthet6. A B csucs a c-vel parhuzamos, A-ra
illeszkedd egyenes és a C kozéppontd, b sugari kor metszéspontjaként adédik. Ha

b < d, nincs megoldds. b = d esetén téglalapot kapunk. Ha d < b < Ve +d* | akkor

két megoldast kapunk, ha b > Ve +d? |, akkor egy megoldds van.
Az ACD derékszogli haromszog szerkeszthetS (lasd a 2348/b) feladatot). Innen a B

cstcs az el6z8 ponthoz hasonléan adédik. Ha e = ¢, akkor nincs megoldds. Ha c < e
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i)

a)

c)

e)

és e>b> e? —¢? |, akkor két megoldds van. Ha b > e, akkor a megoldds egyér-
telmd.
Mivel BCD ¢ = 180° — a, ezért a BCD haromszog szerkeszthetd. Az A cstcsot a D-

ben c-re éllitott merdleges metszi ki a B-re illeszkedd, c-vel parhuzamos egyenesbdl.
Ha a D-ben c-re allitott merdlegesnek nincs kozos pontja a BC szakasszal, akkor a
megoldas egyértelm, ellenkez§ esetben nincs megoldas.

— b) Az ABD haromszog szerkeszt- D ¢
hetd, hiszen két oldala és a kozbe-
zart szog adott. Az A cstics BD fele- b m,
z6pontjara vonatkozo tiikorképe a C
cstcs.
o /]
A a B

— d) Az a-val parhuzamos, t6le m, tdvolsdgra levG egyenesbdl az a-ra A-ban felvett

7z

o sz0g széra metszi ki a D csudcsot. Innen a befejezés ugyanaz, mint az el6z§ két
pont esetében.

— f) Az a-val parhuzamos, t6le m, tidvolsdgra levs egyenesbdl az A ill. B kdzéppon-
td, b sugari korok metszik ki a D ill. a C csticsot az dbranak megfelelGen.

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)

b)

c)

d)

e)

f

8)

Az ABC hiromszdg szerkeszthetd, D C
hiszen adott hdrom oldala. A B cstcs f e

AC felezSpontjara vonatkozé tiikor- i
képe a D cstcs. 9 b
Az ABC hiromszog egyértelmiien
szerkeszthetS, hiszen adott két ol- B\ - B
dala és a nagyobbikkal szemkozti A o B
szog. Innen a befejezés ugyanaz, mint az el6z6 pontban.

f

Az ABM héaromszog szerkeszthetd, hiszen adott harom oldala (a,g,gj . A-t és B-t

M-re tiikrozve adodik a B és a C csucs.

Az ABM haromszog szerkeszthetd, hiszen adott két oldala (a,gj és a nagyobbik-

kal szemkozti szog (180° — 8). Innen a befejezés ugyanaz, mint az eléz8 pontban.
Az g-val parhuzamos, t6le m,, tdvolsdgra lev6 egyenesbdl az A kozépponti, e sugari

kor az dbrdnak megfelel6en kimetszi a C csucsot. A D cstcs B-nek az AC felezd-
pontjara vonatkozé tiikorképe.
Az ABC haromszog szerkeszthetd, hiszen adott két oldala és a kozbezart szog. Innen

a befejezés az el6z6 ponthoz hasonldan torténhet.
Lasd a d) pontot!

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!
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2370. a) Lisd a

2371.

b)

c)

d)
e)

Wy

8)
a)

b)

c)

d)

e)

2368/a) feladatot! Ha D c
a < 180°, akkor a megoldads egyér-
telmd. my; ¢
m, b
Lésd a 2368/e) feladatot! m, = e ese- JT
tén egyértelmd megoldast kapunk. Ao
Lésd a 2369/a) feladatot! a+b>e P 4
és a + e > b esetén a megoldads egy-
értelmd.
Lasd a 2368/d) feladatot! o < 180° esetén a megoldas egyértelmdi.

a és m,, egyértelmien meghatdrozza a CDT derékszogli hdromszoget. (Lasd pl. a
2348/b) feladatot!) Ha m, < a és az m,-vel szemkozti hegyesszdg éppen «, akkor

végtelen sok megoldés van, ellenkez§ esetben nincs megoldas.
Lasd a 2369/f) feladatot! Ha o, < 180°, akkor a megoldas egyértelmdi.

Lésd a 2369/e) feladatot! m, = e esetén egyértelmi megolddst kapunk.

Lasd a 2369/c) feladatot! Egyértel- D C
md megoldast kapunk, ha e +f> 2a @ B
. e _f «
es at+—>—. m, 5 b

2 2 M JT,
A BCM hdromszog szerkeszthetd, f
hiszen két oldala és a kbzbezdrt szog A T\ 7 5

1

adott (g,%ﬁ]. B-t és C-t M-re

tilkkrozve kapjuk D-t és A-t.
Vegyiink fel egymdst6l m, tdvolsdgra két parhuzamos egyenest. Ezek sdvfelezd

f

egyenesén jeloljiink ki egy M pontot. Az M kdzépponti % és £y sugard koroknek

és a parhuzamos egyeneseknek az dbrdnak megfelelen vett metszéspontjai lesznek
a paralelogramma csticsai. e > m_ és f> m  esetén a megoldés egyértelmd, ellenkezd

esetben nincs megoldés.

Mivel DT\B4 = BT,D 4 =90°, ezért ABCJ = 180° — @, ahonnan DAB 4 = w. fgy
az o szdg szdraival parhuzamos, azoktdl m ill. m, tdvolsdgra levS egyenesek a fel-
vett sz0g szdraival meghatdrozzdk a paralelogrammaét. @ < 180° esetén egyértelmii
megoldast kapunk.

Vegyiink fel egymdstdl m, tdvolsdgra két egyenest €s kozottiik egy e hossziisagu
szakaszt. (Ez lesz az AC atlo, A az egyik, C a mésik egyenesre illeszkedik.) AC M
felezGpontjdban vegyiik fel e-re a d szoget az dbranak megfelelGen. A kapott szog-

szar egyenese kimetszi a parhuzamosokbdl a B és a D csticsot. e Zm, és 0 < 180°
esetén a megoldds egyértelmd.
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a) A 2372/1. abran lathat6 AC’C ha-
romszog szerkeszthetd, hiszen adott
két oldala (a+ b, e) és egy szoge

(90"—%). Ha ez kész, akkor az

AC’ oldalra A-ban vegyiik fel az o
szoget. A C-re illeszked, AC’-vel
parhuzamos egyenesbSl a kapott
sz0gszar kimetszi a D cstcsot. En-
nek e (AC) felezGpontjara vonatkozé
tiikorképe B. Az AC’C haromszogre
kaphatunk 0, 1 ill. 2 megoldast. En-
nek megfelel6 az eredeti feladat
megoldasainak szdma is.

b) A 2372/2. dbran lathat6 AC’C ha-
romszog szerkeszthetd, hiszen adott
két oldala (a — b, e) és a nagyobbik-
kal szemKozti sz0g

(AC’C 3= 180°—%) . Tnnen a befe-

jezés ugyanaz, mint az el6z6 pont-
ban. 0 < a — b < e esetén a megoldds
egyértelmd, ellenkezd esetben nincs
megoldas.

A

C
90°- &
e b " 2
o N
B b C’
2372/1. dbra
D C

Aa-bC’ b B
2372/2. dbra

c) A 2372/1. dbra AC’C haromszoge szerkeszthetd. (Lasd a 2357/c) feladatot!) A befe-

jezés ugyanaz, mint az el6z8 pontokban.

d) A 2372/2. dbra AC’C haromszoge szerkeszthetd. (Lasd az el6z8 pontot!)

Tulajdonképpen adott a paralelogramma két szomszédos oldala és azok szoge. (Lasd pl.

a 2368/a) feladatot!)

A megfelel6 felez6pontok meghatdrozzdk a paralelogramma kozépvonalait. (Lasd az
el6zd feladatot!) Olyan pontok esetén van csak megoldds, amelyek koziil kettSt-kettGt
Ossze tudunk kotni Ggy, hogy a kapott szakaszok kolcsondsen felezzék egymast.

a) — b) Lasd a 2368/¢) feladatot! Most
a=b.

c) Az ABC hiaromszog harom oldala
adott, i{gy szerkeszthet6. B-nek az
AC egyenesére vonatkoz6 tiikkorképe
a D cstcs.

d) A szerkesztés az el6z6 ponthoz ha-
sonldan torténik.

e) Az ABD hiromszog szerkeszthetd.
A-nak a BD egyenesére vonatkoz6
tiikorképe C.

f) Lasd az el6z6 pontot!
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2376.

23717.

g)

Lésd az e) pontot!

Megjegyzés: A szdgek szerkesztésére
nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)

c)

d)

e)

NV

8)

— b) DABJ =20. Léasd a 2376/e) ¢
feladatot!

Az ACD egyenl$ szari haromszog o
szerkeszthet6. A B cstics a D pont

AC egyenesre vonatkozo tiikorképe. D 7/B
Az ABD egyenl$ szari hiromszog e
szerkeszthet6, ugyanis ABD<J = a

=BDA<J =90°—o. A C csics az A ¢

pont BD egyenesre vonatkoz6 tiikor- A

képe.

Vegyiink fel egymadstdl m tdvolsagra két parhuzamos egyenest. Az egyikre az 4bra-

nak megfelelGen vegyiik fel az o szoget, ennek cstcsa legyen A. A szogszar a masik
egyenest a C csicsban metszi. A parhuzamos egyenesekbdl az AC felez6merdGlegese
kimetszi a B és a D csticsot.

Vegyiink fel egymastol m tdvolsagra két parhuzamos egyenest. Jeloljiink ki egyiken
egy pontot, ez lesz a D cstcs. Ebbdl f-fel korivezve a masik egyenesen megkapjuk a
B pontot. BD felez&merélegesének a két egyenessel vett metszéspontjai lesznek az A
és C csucsok. A megoldds egybevigdsdg erejéig egyértelm.

Lasd az el8z6 pontot!

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)

b)
c)

d)
e)

Ny

8)

h)

Lasd pl. a 2375/a) feladatot! Ha a = m, akkor a megoldas egyértelmd, ellenkezd
esetben nincs megoldas.

Lasd pl. a 2375/e) feladatot! o < 180° esetén a megoldas egyértelmd.

Lasd pl. a 2376/e) feladatot! (Most 2 adott.) o < 180° esetén a megoldas egyértel-
m.

Ugy kell felvenniink a két adott szakaszt, hogy azok merGlegesen felezzék egymast.
Lasd pl. a 2376/c) feladatot! (Most 2¢ adott.) a < 180° esetén a megoldas egyértel-
md.

Lasd pl. a 2376/d) feladatot! (Most 2o adott.) & < 180° esetén a megoldas egyértel-
m.

Lasd pl. a 2376/g) feladatot! A megoldds e > m esetén egyértelm(, ellenkez§ eset-
ben nincs megoldas.

Lésd az el§z8 pontot!
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2378. a) — b) Az ABD haromszog szerkeszt-

2379.

124

c)

d)

a)

b)

d)

e)
V)

g)

h)

hetd, hiszen harom oldala adott. Az

A pont BD egyenesére vonatkozd tii- a
korképe a C cstics.
Az f egyik oldaldra az ACD, masik f
oldaldra az ABC egyenl$ szard ha-
romszog szerkeszthetd.

Az ACD egyenld szari hiromszog
szerkeszthet6. Az AC oldal felezd-
merGlegesére D-bSl mérjiik fel e-t, a B
kapott végpont lesz a B cstics. Egy

konvex és egy konkdv megoldis

van, attél fiiggéen, hogy e-t D-bdl

melyik irdnyba mérjiik fel.

Lésd az el8z6 pontot!

Az ABD hiromszog szerkeszthetd,
hiszen adott két oldala és a kozbe-
zart sz0g. A-nak BD egyenesére vo-
natkozé tiikkorképe a C csucs.

Az ABC egyenld szard haromszog
szerkeszthets. Az AC oldalra az
ACD egyenld szard hdromszog is
szerkeszthetG. A feladatnak egy kon-
vex és egy konkdv megolddsa van.

Az ABD hiromszog egyértelmiien
szerkeszthet§, hiszen adott két olda-
la és a nagyobbikkal szemkozti
sz0g. Az A csucs BD egyenesére vo-
natkozé tiikkorképe a C csucs.

Az ABC egyenl§ szari haromszog szerkeszthetd. Az AC felezémerdlegesére B-bdl
e-t felmérve adddik a D cstcs.

A és avaz ACD egyenl$ szard haromszoget egyértelmiien meghatdrozza. Ehhez a ha-
romszogben f> 9 cm kell, hogy teljestiljon, ezért nincs megoldés.

7z

Az el6z6 pontban leirtak alapjan nincs megoldas.
Mivel B=6, és a két atl6 merSleges egymasra, ezért B, = 6, = 90°—% =48,75°.

(Lasd az 4brat!) Igy az ACD egyenl$ szérd haromszog szerkeszthetS. AC felezGme-
rélegesére D-bdl e-t az dbrdnak megfelelden felmérve adddik a B cstics.

Az ABD haromszog szerkeszthet$, hiszen adott egy oldala (e) és a rajta fekvd két
sz0g (%,1800—%—[3). A-nak a BD egyenesére vonatkozé tiikorképe lesz a C

csucs.
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2380.

2381.

i)

Az ABC egyenl§ széard haromszog szerkeszthetd, hiszen adott az alapja (f) és az ala-

Y

pon fekvé szoge (B, =6, = 9O°—E — lasd az 4brat!). Hasonldan szerkeszthet§ az

ACD egyenl§ szari haromszog is.

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)

b)

c)

d)

a)

b)
d)

e)
Wy

g)

h)

J)

k)

Lasd a 2378/a) feladatot! Ha a + b > e és a + e > b, akkor a = b esetén egyértelm( a
megoldas (rombusz), a # b esetén egy konvex és egy konkdv megoldds van.

Lasd a 2378/c) feladatot! Ha 2a > f és 2b > f, akkor a = b esetén egyértelm( a meg-
oldas, a # b esetén egy konvex és egy konkdv megoldés van.

Lasd a 2378/c) feladatot! a >§ esetén a megoldas egyértelmd.

Lasd a 2378/e) feladatot! b >§ esetén a megoldas egyértelmd.

c) Lasd a 2379/b) feladatot! Ha
a # b, akkor egy konvex és egy kon-
kav megoldas van.

Lasd a 2379/a) feladatot!

Lasd a 2379/c) feladatot! Ha e > a,
akkor a megoldas egyértelmd. Ellen-
kez8 esetben lehetséges, hogy nem
kapunk megoldast, és kaphatunk két
megoldast is.

Lasd a 2379/d) feladatot! A megol-
dés egyértelmd.

Ha 2a > f, akkor az ACD egyenl§ szart haromszog szerkeszthetS. CD-re C-ben a o
szoget az dbranak megfelelen felmérve, a kapott szogszar és AC felezomerdSlegesé-
nek metszéspontja B.

b és faz ABC egyenl§ szard haromszoget egyértelmden meghatarozza, igy az 2b > f
esetén szerkeszthetS. Az ACD egyenl$ szard haromszogben (feltételezziik, hogy a

deltoid konvex) 3, = 6, = 900—% , igy az is szerkeszthetG. (Lasd az abrit!)

Lasd a 2379/g) feladatot! A megoldds egyértelm.
Az e 61é szerkesztett § szogd 14tészogkorivekbdl (1dsd a 2357/k) feladatot) az e-vel
f

parhuzamos, tdle Py tdvolsdgra levd egyenesek metszik ki az A és a C cstcsot.

A megoldas egyértelm(, ha a latészogkoriveknek és a parhuzamos egyeneseknek
van koz0s pontja, ellenkez§ esetben nincs megoldas.

Lésd a 2379/h) feladatot! 360° — or — 28 > 0° esetén a feladat megoldésa egyértelmd.

Lasd a 2379/i) feladatot! 360° — o — 23 > 0° esetén a feladat megoldasa egyértelmd.
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2383.
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b)

c)

d)

NV

Akkor kapunk konkdv deltoidot, ha az
adatok az 4brdnak megfeleléek, azaz
a>b,a>e, f>180° és az o olyan ki-
csi, hogy az ABD haromszogben az AD
oldallal szemben tompaszog van.

a)
b)
c)

szerkeszthet, hiszen szdra és szogei
adottak. Az ABC egyenl$ szarui ha-
romszog is szerkeszthetS, hiszen az
ACD hédromszog szerkesztése utdn
adott az alapja (f) és alapon fekvd
szogei (B, =90°—1y). Ha f, <90°

és ¥, <90°, akkor a megoldés egy-

értelmd, ellenkezG esetben nincs
megoldas.

Az ABD héaromszog szerkeszthetd, hiszen adott egy oldala (e) és a rajta fekvs két
szoge (7,, 0, = 90° — B,). Ezt a haromszdget a BD egyenesre tiikrozve kapjuk a del-
toidot. 3, <90° és 7, < 90° esetén a megoldds egyértelmd, ellenkez§ esetben nincs
megoldas.

Az ACD egyenl§ szard haromszog szerkeszthetd, hiszen adottak az oldalai. Az ABC
hdromszog is szerkeszthetS, ugyanis alapja és alapon fekvs szogei (B8, = 90° - 7,)

adottak. Ha 2a >f és y, <90°, akkor a megoldds egyértelmd, ellenkezS esetben
nincs megoldas.

Az ABC egyenl§ szari haromszog szerkeszthetS, hiszen adottak szdrai és a szdrak
szoge (27,). AC-re mint alapra az ACD egyenld széri hdromszog is szerkeszthetd,

z

ugyanis adottak alapon fekvé szogei (B,). Ha B, < 90° és 7, < 90°, akkor a megoldds
egyértelmd, ellenkezd esetben nincs megoldas.

Az el6z6 pontokhoz hasonléan az ACD és ABC egyenl§ szaru haromszogek kiilon-
kiilon szerkeszthetSk.

Az ABD hiromszognek adott két oldala (b,e) és a b oldallal szemkozti szog
(6, =90° — B,). Ha az ABD hédromszog szerkeszthetS, akkor a b) pontban lefrtak

alapjan kapjuk a deltoidot. Lehet 0, 1 és 2 megoldédsa a feladatnak attdl fiiggéen,
hogy az ABD haromszogre hany megoldas adédik.

Lasd a 2379/a) feladatot!
Lasd a 2379/b) feladatot!
Az ABD hiromszog egyértelmiien
szerkeszthets, hiszen adott két ol-
dala és a nagyobbikkal szemkozti
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2384.

238s.

d)
e)
Wy

8)

h)

i)
a)

b)

c)

d)

e)

f

8)
h)

B

sz0g (5) . A-nak a BD egyenesre vonatkoz? tiikdrképe a C cstcs.

Lasd a 2379/c) feladatot!
Lasd a 2379/d) feladatot!

Mivel > 180°, ezért az ABD hdromszog abban az esetben egyértelmden szerkeszt-
hetd, ha az o szog szdrdnak és a B kozéppontd, e sugard kornek két kozos pontja
van.

Az ABD héiromszog egyértelmtien szerkeszthet (adott egy oldala és szogei), ha

B

o +E <180°. A C cstcs a ¢) pontban leirt médon adédik.

Lésd az el8z6 pontot!
Lasd a g) pontot!

Az ABC derékszogl haromszog be- D C
fogéi adottak, igy szerkeszthetd. Ezt
a haromszoget tikrozve az atfogd e
felez&pontjara kapjuk a téglalapot.
Az ABC derékszogi hdromszog M
szerkeszthetd (1asd a 2348/b) felada-
tot). A befejezés ugyanaz, mint az (04
€l6z6 pontban. A a B
Az ABC derékszogli haromszog

szerkeszthetS (1asd a 2348/f) felada-

tot).

Lésd a 2348/e) feladatot és az a) pontot!

Az AMD egyenl§ szard haromszog széarai [%) és a kozbezart szog (0) adottak, igy
szerkeszthetS. M-re tiikrozve a hdromszoget adédik a B és a C cstcs.

Az ABM egyenl§ szart haromszog alapja (a) és a rajta fekvs szog (a = gj adott,
igy szerkeszthetd. Ezt a hdromszoget M-re tiikrozve adédik a C és a D csucs.

o :g , ezért lasd a d) pontot!

Lasd a b) pontot!

Megjegyzés: A szogek szerkesztésére nézve lasd a 2144-2146. feladatokat!

a)
b)

c)
d)
e)
i
g)

Lasd a 2384/a) feladatot! A megoldas egyértelmd.

Lasd a 2384/b) feladatot! A megoldds e > a esetén egyértelmd, ellenkez§ esetben
nincs megoldas.

Lasd a 2384/c) feladatot! o < 90° esetén a megoldas egyértelmd.

Lasd a 2384/d) feladatot! o < 90° esetén a megoldds egyértelmd.

Lasd a 2384/f) feladatot! § < 180° esetén a megoldas egyértelmd.

Lésd a 2384/g) feladatot! 0 < 180° esetén a megoldds egyértelmd.

Lésd a b) pontot! b < e esetén a megoldas egyértelm, ellenkezd esetben nincs meg-
oldas.
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2386. a) Lasd a 2384/a) feladatot! Most a = b.

2387. a) Az ABD haromszog szerkeszthetd,

b)

c)
d)

b)

2388. a)

128

b)

c)

d)

Lasd a 2384/e) feladatot! Most 6 = 90°.
Lasd a 2352/a) feladatot! Az 4tl6 felezGpontjara tiikkrozve kapjuk a négyzetet.
Lasd a 2352/b) feladatot! A befejezés ugyanaz, mint az el6z8 pontban.

hiszen adott két oldala és a kozbe-
zart szog. Ezek utdn az o szogtarto-
mdnyba egy az AB és AD oldalakat
belsé pontban érint§ kort kell szer-
keszteniink. (Erre nézve lasd a 2022.
feladatot!) Ehhez a korhoz a B és a
D pontbdl hizott érint6k metszés-
pontja lesz a C csucs. (Az érintési
pontokat az OB ill. OD szakaszok
folé szerkesztett Thalesz-korok met-
szik ki a korbdl.) Ha az r sugart kor-
nek az o szog szdraival vett érintési
pontjai az AB ill. az AD szakasz belsejében vannak, akkor a feladat megolddsa egy-
értelmd, ellenkezd esetben nincs megoldés.

Vegyiik fel a  szoget és szerkessziik meg a szogtartomdnyba a szdrakat érintG r su-
gart kort. (Lasd a 2022. feladatot!) Ezek utan hizzuk be az érintési pontokba a meg-
felel§ sugarakat, és forgassuk el dket az dbrdnak megfelelen 180° — ¢ ill. 180° —y
szoggel. Az érintési pontok elforgatottjai lesznek az AD ill. CD oldalakon vett érin-
tési pontok. Ezekben a pontokban merdlegest allitva az elforgatott sugarakra meg-
kapjuk az AD és CD oldalakat. o< 180°, < 180°, y<180° és 180° < a+ B+

+ 7< 360° esetén egyértelmd megoldast kapunk.

Vegyiink fel egy R sugard kort, és
annak egy pontjabdl kiindulva ve-
gylik fel rendre az a, b, ¢ hosszusagu
hdrokat az dbrdnak megfeleléen. Ha
a-nak és c-nek nincs k6zos pontja,
akkor a megoldas egyértelmd, ellen-
kez§ esetben nincs megoldas.

Az ABD haromszog szerkeszthetd, ugyanis adott két oldala és a kdzbezart sz6g. Ez a
haromszog egyértelmiien meghatdrozza a négyszog koré irt kort, szerkeszziik ezt
meg. (Lasd a 2035. feladatot!) Az AB oldalra B-ben, az dbrdnak megfelelGen felvett
B szog szdra kimetszi a C csicsot a korbdl.

2y 2z

Mivel BCD 4 = 180° — a, ezért a szerkesztés az el6z& pontban leirtakkal azonos
modon torténik.

Az ABD haromszog és annak koriilirt kore a b) pont alapjan szerkeszthets. A C csu-
csot B-bdl c-vel korivezve kapjuk. Ha C az A-t nem tartalmaz6 BD {ven van, akkor a
megoldéds egyértelmd, ellenkezd esetben nincs megoldas.
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e)

2389. a)

b)

c)

d)

5

Az R sugaru korben az ACD haromszog szerkeszthetS. o-t az dbranak megfelelGen
felvéve adddik a B cstcs. Ha a korbe irt ACD haromszog létrejon, és B a D-t nem
tartalmazé AC {ivre esik, akkor a megoldds egyértelmd, ellenkezd esetben nincs
megoldais.

Ha a < 2R és b < 2R, akkor az ABO D ¢ ON\C

és BCO egyenld szard haromszogek
az dbranak megfelelGen szerkeszthe-

t6k. A C pontot tiikrozve AB felezd- R
merGlegesére adédik a D csucs. Eb- 5
ben az esetben olyan megoldast is A = G

kaphatunk, ahol O a trapézon kiviil

van. Ha a = 2R és b < 2R, akkor AB

a kor atmérgje, igy az ABC hdrom-

sz0g BCA szoge derékszog.

Tegyiik fel, hogy o< 90°. Ha a < 2R, akkor az ABO hdromszog szerkeszthetd, a C
cstcsot pedig az AB-re B-ben felvett ¢ szog szdra metszi ki az O kdzéppontd, R su-
gart korbdl. A D csucs az el6z6 pontban leirtak alapjan kaphat6. Ebben az esetben
két megolddsa van a feladatnak. Ha a = 2R, akkor az ABC derékszogli haromszog
szerkeszthetd, és ekkor egyértelmd megolddst kapunk.

Tegyiik fel, hogy o< 90° és b < 2R. Ekkor a BCO egyenl§ szari haromszog szer-
keszthetd, az A csicsot pedig a BC-re B-ben az dbrdnak megfelelGen felvett o szog
szara metszi ki az O kozéppontd R sugard korbSl. A D cstcs a C pont tiikorképe AB
felez6merdlegesére. Ha a feltételek teljesiilnek, egyértelmi megoldast kapunk.
Tegyiik fel, hogy o< 90°. Az ABC hiromszog szerkeszthets. A C pont tiikkorképe
AB felezémerdlegesére a D csucs. A megoldas egyértelmd.

Az R sugarid, O kozéppontd korben vegyiink fel az dbrdnak megfelelGen egy a és

7z

egy e hosszisagu hiirt. A D csics az el6z§ pontokban leirtak alapjan adédik. Ha

2R z e és 2R = a, valamint legaldbb az egyik egyenlGtlenség éles, akkor a megoldas
egyértelmd, ha a = e. Két megoldast kapunk, ha a # e. Ha a fenti feltételek nem tel-
jestilnek, akkor nem kapunk megoldast.

Ha a = ¢ < 2R, akkor a trapéz téglalap, szerkesztésére nézve lasd a 2384/h) felada-

tot! Tegyiik fel, hogy ¢ < a = 2R. Ekkor az R sugart korben vegyiink fel egy a hosz-
szusagu hurt és felez6pontjabol mindkét irdnyba mérjiink fel ra %-t. A kapott pon-

tokban allitsunk a hdrra merdlegeseket. A merdlegeseknek a korrel alkotott met-
széspontjai lesznek a C és D csicsok. Ha a < 2R, két megoldast kapunk, ha a = 2R,
akkor a megoldas egybevagodsag erejéig egyértelmd.
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b)

c)
d)

2391. a)

130

b)
c)

d)

szerkeszthetS. Ezek utdn az o szog-
tartomanyba szerkessziink a szarakat
érint6 r sugard kort. (Lasd a 2022.
feladatot!) Ha a kapott érintési pon-
tok az AB és AD oldalak belsé pont-
jai, akkor a B-bdl és D-bél a korhoz
szerkesztett érint6k metszéspontja
lesz a C csucs. (Az érint6k szerkesz-
tésére nézve lasd a 2387/a) felada-
tot!) Ha a fenti feltétel teljesiil, akkor
a megoldds egyértelmd, ellenkezd
esetben nincs megoldas.

A 0 szog tartoményédba a 2022. feladat alapjdn szerkessziink r sugard, a szogszéra-
kat érint§ kort, és az egyik szarra mérjiik fel a szog csucsdbdl b-t. Ha az érintési pont
az AD szakasznak bels§ pontja, akkor az AD egyenes metszi ki a masodik szogszar-
bol C-t. A B csics D-nek az AC egyenesre vonatkozé tiikkorképe. Ha az érintési
pontra vonatkoz6 feltétel nem teljesiil, akkor nincs megoldés, ellenkezd esetben a
megoldas egyértelm.

Lésd a b) pontot!

Vegyiik fel az o szoget és a szogtartomanyba szerkessziink a szogszarakat érint6, r
sugard kort. (Lasd a 2022. feladatot!) Az AO félegyenesre (lasd az abrat) A-bol
mérjiik fel e-t. Ha az igy kapott C pont az dbranak megfelelden a koron kiviil van,
akkor C-bdl a korhoz szerkesztett érint6k (1asd a 2387/a) feladatot) és az o szog sza-
rainak metszéspontjai lesznek a B illetve a D cstics. A megoldas a fenti feltétel mel-
lett egyértelmd, ellenkez§ esetben nincs megoldas.

Vegyiik fel az r sugaru kort és egyik

atméré egyenesére O-bol mindkét
irdnyban mérjlink fel %—t. Ha az igy

kapott A és C pontok a koron kiviil
vannak, akkor az ezekbdl szerkesz-
tett érint6k (1asd a 2387/a) feladatot)
és az AC-re O-ban dllitott merdSleges
egyenes metszéspontjai lesznek a B
és D cstcsok. Ha a fenti feltétel tel-
jesiil, akkor a feladat megoldédsa
egyértelmd, ellenkez§ esetben nincs
megoldas.

Lasd az a) pontot!

A DOC derékszogli haromszog, szerkeszthetS, ha a =z 2r. (Lasd a 2348/c) feladatot!)
Ezt O-ra tiikkrozve adédik az A és a B csucs. A megoldds igy egybevagosag erejéig
egyértelmd, a < 2r esetén nincs megoldas.

Az o szog tartomanyaban vegyiik fel a szarakat érintS r sugard kort. (Lasd a 2022.
feladatot!) A szoget O-ra tiikrozve kapjuk az egyértelmiden meghatarozott rombuszt.
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2392.

2393.

2394.

2395.

2396.

2397.

Megjegyzés: A beirhat6 kort nem is kell megszerkeszteniink, elegendd O-t meghaté-
rozni.

A trapéz magassdga 2r, igy az dbran lat-
haté EBC derékszogli haromszdg szer-
keszthetS. (Lasd a 2348/b) feladatot!)
A kapott EBC4 = 3 szdgtartomdnyban
szerkessziik meg a szdrakat érint§ r su-
gart kort (lasd a 2022. feladatot), majd
C-n keresztiil szerkessziik meg a kor
EB-vel parhuzamos érintGjét. Ezutdn a
BE félegyenes valamely, az &4brdnak
megfeleléen vélasztott A’ pontjabol
messiik el d-vel a C-re illeszkedd érintd
egyenesét. A kapott A’D’ szakaszra O-
bodl allitsunk merSlegest. Ez kimetszi a
korbdl az AD oldal F érintési pontjét. F-
ben allitsunk merdlegest OG-re, kapjuk
az AD oldalt. Megoldas akkor és csak

akkor van, ha b=2r és dz2r. b=d=
=2r esetén négyzetet, d =2r és b>2r
esetén derékszogil trapézt kapunk. Ha
b>2r és d>2r, akkor a feladatnak két
megoldésa van.

2r

Thalesz tételének megforditdsabol ado- ¢
déan C rajta van az AB atmérdjt koron,

ezért AF=FC=FB. Az AFC és a CFB )
haromszogek igy egyenld szariak.

7z

Lasd az el6z46 feladatot!

A tekintett oldal felezGpontja egyenld tdvolsdgra van a hdromszog cstcsaitdl, ezért ez a
pont a koréirt kor kozéppontja. Thalesz tétele értelmében a hdromszog derékszogd.

pay

Lasd az el6z4 feladatot!
Megjegyzés: A 2393. feladat allitdsanak megforditdsa a 2395. feladat allitasa, és ugyan-
ez a kapcsolat a 2394. és 2396. feladatok kozott is.

Tekintsiik a kor két tetszGleges hurjat. Ezen huirok felezémer6legeseinek metszéspontja
lesz a kor kozéppontja.

Ha csak derékszogl vonalzénk van, akkor egy tetszéleges hir egyik végpontjaba allit-
sunk merdlegest a hurra. A két egymasra merSleges hir végpontjai meghatarozzdk a
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2399.

2400.

2401.
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kor egyik atmérgjét. Hasonlé médon ,,megszerkesztve” egy masik 4tmérét, a két 4tmérd
metszéspontja lesz a kor kdzéppontja.

A magassiagok talppontjai rajta vannak
a harmadik oldal f6lé irt Thalesz-koron,
igy annak kozéppontjat a két adott pont
altal meghatarozott szakasz felez6merd-
legese metszi ki az adott egyenesbdl.
A kor sugara a kapott metszéspont €s az
egyik adott pont tavolsiga lesz, és ez a
kor metszi ki az adott egyenesbdl az A
és a B csucsot. Ha a két adott pont az
egyenesnek ugyanazon az oldaldn van
és az dltaluk meghatdrozott egyenes
nem merGleges az adott egyenesre, ak-
kor a harmadik cstdcsra két lehetdsé-
glink van (az dbrdn C, és C,), igy egy
hegyesszogii és egy tompaszogli megol-
dést kapunk.

Ha az egyik pont az egyenesen van, akkor egy derékszogli haromszoget kapunk,
amelynek egyik befogdja az adott egyenesre illeszkedik és derékszogtl csicsa az egye-
nesen adott pont.

Ha az adott pontok az egyenes kiilonb6z6 oldaldra esnek és az dltaluk meghatdrozott
egyenes nem merdleges az adott egyenesre, akkor két tompaszogli haromszoget ka-
punk.

Abban az esetben, ha a két pont altal meghatarozott egyenes merSleges az adott egye-
nesre, pontosan akkor van megoldés (akkor viszont végtelen sok), ha az adott egyenes a
két pont 4ltal meghatarozott szakasz felezGmerdGlegese.

Thalesz tételének megforditdsa értelmében a magassagtalppontok illeszkednek a har-

madik oldal mint atmérs fo6lé irt korre.

A derékszogi csicsot a két adott pont dltal meghatdrozott szakasz mint atmérd folé irt
Thalesz-kor metszi ki az adott egyenesbdl. A feladatnak legfeljebb két nem egybevagd
megoldasa lehet az adott pontok elhelyezkedésétdl és a 1étrejové metszéspontok sza-
matdl fiiggden.

Legyen a két adott pont A és B, az adott tdvolsag pedig d. Megoldas akkor és csak akkor

van, ha d = AB. Ha d = AB, akkor a két egyenes merSleges AB-re. Ha d < AB, akkor
szerkessziik meg azt az ABC derékszogli haromszoget (1asd a 2348/b) feladatot),
amelynek egyik befogdja d és a derékszogi csucsa C. (Legyen pl. d = BC.) Az egyik
egyenes AC, a mdsik az ezzel parhuzamos, B-re illeszked§ egyenes.
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2402.

2403.

2404.

2405.

2406.

Legyen M a kornek az alappal vett met-
széspontja. Thalesz tétele értelmében
MC merdleges az alapra, igy M az alap
felez&pontja.

Thalesz tétele értelmében CMF 4 = 90°

(l4sd az abrat), igy az AFM haromszog
olyan derékszogl haromszog, amelynek
hegyesszdgei 30 illetve 60 fokosak. Ez
a hiromszog egy szabdlyos haromszog

Hfele”, ezért AM = A—F = £ .
2 4

Thalesz tételébdl adéddan barmelyik két
kor kozos hdregyenese a harmadik ol-
dalhoz tartozé magassdgvonal. A ha-
romsz0g magassagvonalai pedig egy
pontban, a haromszdg magassidgpontja-
ban metszik egymast.

Az AB szakasz mint atmérd folé szer-
kesztett Thalesz-korbdl az AP ill. a BP
egyenes metszi ki a derékszog csucsot.
Ha P a koron kiviil van, nincs megol-
das, ha P a korre illeszkedik, akkor 6 a
derékszogl cstcs, ha pedig a kéron be-
lil van, akkor két megoldas van. (Lasd
az abrat!)

—C
F
/]
A M B
C
ol
M
602
A 30° F B
C
M

S,

e

e

‘@
B

C

Vegyiik fel az adott egyenessel parhuzamos, t6le m tavolsdgra levé egyenest az adott
pontok dltal meghatarozott félsikban. Az adott pontok dltal meghatdrozott szakasz mint
atmérd folé szerkesztett Thalesz-kor és a pdrhuzamos egyenes metszéspontja(i)
lesz(nek) a derékszogli csucs(ok). A szerkeszthetGséghez sziikséges, hogy az adott
pontok a két egyenes altal meghatarozott sdvban legyenek és a Thalesz-kornek legyen
kozos pontja a parhuzamos egyenessel. Legfeljebb két nem egybevagd megoldés lehet-

séges.
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2407.
2408.

2409.

2410.

2411.

2412.
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A A, B,

pay

Lasd az el6z46 feladatot!

A kor atmérGje lesz a téglalap egyik atléja. Ennek egyik végpontjabdl az adott szakasz-
szal korivezve megkapjuk a koron a téglalap harmadik csicsét. Ennek a csdcsnak a kor

kozéppontjara vonatkozé tiikorképe lesz a negyedik cstics.
Mind a négy esetben egyértelmti megoldast kapunk.

PCR 4 =90°, igy az allitas Thalesz tételének megforditasabdl adodik.

Legyen a hdrom adott pont P, Q és R. A
PQ és QR szakaszok folé szerkessziink
Thalesz-kort, €s tekintsiik ezeknek az
egyik Q-ra illeszked§ kozos szelGjét. Ez
a szel6 a koroket olyan A és B pontok-
ban metszi, amelyekre nézve Thalesz té-
telébdl adédéan PAQ ¥ = OBR g =90°.
Ezek utdn a négyzet mar egyszerden
adddik. A feladatnak végtelen sok meg-
oldédsa van.

A PQ szakasz mint atmér§ folé szer-
kesztett Thalesz-korbdl az AP egyenes
kimetszi a D csdcsot. Innen a négyzet
konnyen adddik. A megoldas egyértel-
md.

Sokszogek Keriilete, teriilete

Ha a jeldli a négyzet oldalanak hosszét, akkor K = 4a, T = a°.
a) K=4cm, T=1 cm?

b) K=12 mm, T =9 mm?

¢) K=2dm, T=025dm’

d) K=6m, T=225m>

e) K=144cm, T=1296 cm?

f) K=0,68m, T=0,0289 m? =289 cm?

g) K=20km, T=25km?

h) K =0,64 dm, T=0,0256 dm? = 2,56 cm?

D C

D Qc
P
A B
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i) K=3cm, T:% cm? = 0,5625 cm?

J) K:?m, T=§ m? =27 m?

2413. K=2(a+b), T=ab.
a) K=18 cm, T=20 cm?
b) K=21m, T=27m?
¢) K=78 mm, T =360 mm’

d) K=%dm =3,5dm, T=§ dm? = 0,625 dm?

e) K=109,2cm, T=84,8 cm’
f) K=10,6m, T=6,72m?

119

¢) K=22dm=346dm, T=12 dm? = 0,661 dm’
15 180

h) K=15,5cm, T= 14,5866 cm?

i) K=8,1dm, T=% dm? = 3,68 dm?

j) K=8,02km, T=1,476km?
k) K=1080,44 m, T=118,8 m>

2414. a=£
4

a) 4 cm; b) 5 dm; c) 11 m; d) 16 km; e) 09dm; f) 0,04 mm;

g) 1,8l cm; h) ?—23m=3,583m; i) gcmzo,& cm; j) 1,315 mm;
35

k) 22 km = 0,92 km.
38

2415. a=AT
a) 1m; b) 2cm; c) 3 dm; d) 4 mm; e) 5km; f) 6cm;
3 5 25
—m=1,5m; h) — dm =1,25 dm; ) — ;o j) 1,5 ;
g)Zm m )4111 m 1)13mm J) cm
14

Mogm D V2 em =1,414 cm.
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a 4 cm 10 cm 6 m 5 mm — cm gmm 3£m
22 44
b | 3cm 8 cm 5m 0,04 dm 1—Scm 2g mm 2m
22 4 52
K| 14cm | 3,6 dm 22 m 18 mm ﬁ cm “i mm 8E m
11 11 26
T |12 em? | 80 em? | 3000 dm? | 20 mm? | X em? | %2 mm? | 372 m?
484 16 338
2417. a) 1,91 dm?> 0,019 m?> > 4210 mm? > 22 cm?
b) 380 ar < 423 000 m? < 500 ha < 5,1 km?
2418. Ty <1\ <T3 =T, <T5<T,
[TTTITT11] s 4, 5 6

2.

2419. Legyen L a kerités hossza, T a telek teriilete, a a hosszabbik, b a rovidebbik oldal. Ek-
korL=a+2b-3m, T=ab.
a) L=33m, T=162m% b) L=49m, T=330m%
¢) L=83m, T=920m? b) L=29,54m, T=132,288 m>.

2420. 1 cm 4 m-nek felel meg.
a) T=300m>
b) kapu: I m
haz: 14 m
Osszesen: 15 m
A kerités hossza: K—15m=70m — 15 m =55 m.
¢) Ty, =6m-8m=48 m”. d) T =10m -6 m =60 m’.
e) Tyaee=12m-8m=96m". f) T, . =8m-8m=64m”

zoldség

g) Ty=20m-1m+6m-2m=32m"
2421. Jeldlje T a kert teriiletét m>-ben. A feltételek alapjan
1+60 + Z+25 +E-T=T.
4 3 8

Rendezés utan

2T+85:T,
24
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2422.

2423.

2424.

2425.

2426.

ahonnan 7 = 2040 m2.

T=14 400 m*.
Ha L a kerités hossza, akkor
L=4-120m—-2m=478 m.
A gytuimolcsoskert egyik oldaldval par-
huzamosan legfeljebb 19 fa iiltethetd,
ugyanis
116=8+18-6<120<
<8+19-6=122.
Igy a kert gyiimolcsfainak szama legfel-
jebb 19 - 19 = 361.

Jelolje a és b a téglalap szomszédos oldalai mentén elhelyezkedd racspontok szdmat.

Ha k db racsnégyzet nincs még bevonalkdzva, akkor

2a +2(b—-2)+ k=ab,
ahonnan

ab=2(a+b)—4+k
a téglalap racsnégyzeteinek szdma.

A nem vonalkazott négyzetek szdmara nézve

k=(@@-2)-(b-2).

Jelolje a a hosszabbik oldalt (a = b).
a) a=4, b=3, ab=12;
c) Két lehetGség:
1. a=8, b=3, ab=24,
2. a=5, b=4, ab =20,
¢) Hérom lehetGség:
1. a=14, b=3, ab=42;
2. a=8, b=4, ab =32,
3. a=6, b=5, ab=30.

Legyen x méter a telek rovidebbik oldala. A feltétel alapjan

%-6x-x=1568 m?.

EbbSl x =28 m, 6x=168 m. lgy K=392m, T=4704m>

Legyen x méter a haz oldalanak hossza. Ekkor a feltétel alapjan
2
(x +26) _4.
X

azaz x + 6 = 2x. Ebbdl x = 6 m, tehét a haz teriilete 36 m2.

b) a=5, b=3, ab=15;

d) Két lehetdség:
1. a=10, b=3, ab=30;
2.a=6, b=4, ab=24;

A kivaghat6 téglalapok szama legfeljebb 32—6: 22 . Az dbra mutatja, hogy 22 db

téglalap ki is vdghat6 a lemezbdl.
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2427.

2428.

2429.

2430.

138

9 cm 9cm 9 cm 9 cm
6 cm
6 cm
6 cm
33 cm
6 cm
9 cm
B
6 cm
36 cm

Legyen a téglalap hosszabbik oldala a centiméter. Ekkor a feltétel alapjan
@’ = a(a — 6) + 66. Rendezve az egyenletet és a-t kifejezve kapjuk, hogy a = 11 cm. Igy
T=1lcm-5cm=>55cm?, K=32cm.

Jelolje a a négyzet oldaldnak hosszit. Ekkor a négyzet teriilete: T, = a*, a téglalap te-
riilete: 7= (3a) - (4a) = 1242, tehit

To_y,
T

A keriiletekre nézve: K = 4a, K= 14a, igy
Ko _14_7
K. 4 2

Legyenek az eredeti téglalap oldalai 3x méter és 4x méter. A feladat feltétele szerint
(Bx—3) - (4x+6)=3x"-4x.

Alakitva a kapott egyenletet:
12x% = 12x + 18x — 18 = 1247,

ahonnan
x=3.

Az eredeti téglalap oldalai: 9 m, 12 m. Igy 7=108 m?>, K =42 m.

Legyen x méter a telek oldaldnak hossza. A feltétel szerint
x> =600 = (x — 10).

Alakitva az egyenletet:
x* = 600 = x* — 20x + 100,

ahonnan
x=135.

A telek oldala tehdt 35 m, 7= 1225 m?, K = 140 m.
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2431.

2432.

2433.

2434.

243s.

2436.

A téglalap oldalai méterben kifejezve x és 2x. A jarda teriilete:
2x-x—2x—=2)- (x—=2)=6x—4.

Masrészt a felhasznalt betonlapok 6ssztertilete:
640 - 0,25 m? = 160 m”.

Ez a két teriilet egyenld, azaz
6x—4 =160

ahonnan x:27% m, igy 2x:54§ m.

Megjegyzés: Az elébbi megolddsban a jardat is a jatszotérhez szdmitottuk. Ha nem
szamitjuk hozz4, akkor a jrda teriilete

2x+2) - (x+2)—2x=6x+4,
ésigy x=26m, 2x=52 m.

Mivel a négyzet eredeti keriilete 4a, ezért az emlitett oldalakat %—tel hosszabbitottuk
” ) , 6 6, ) L
meg. Igy a téglalap teriilete 7 =a-§a = ga . Ez 1,2-szerese a négyzet teriiletének.

A feltétel szerint a > b > 0 egészek és 0 < a* — b* < 10.
a értéke legfeljebb 5 lehet, ugyanis 62 — 52 =11 > 10.
Haa=5m, akkor b=4 m.

Ha a =4 m, akkor b =3 m.

Ha a = 3 m, akkor b lehet 1 m és 2 m.

Haa=2m, akkorb=1m.

A téglalap oldalai %a és b. A feltétel szerint

a’ =%ab s
3
ahonnan
b=—a.
2

1 .
A négyzet keriilete 4a, a téglalapé ga , vagyis a téglalap keriilete nagyobb % -mal.

Mivel a négyszog 4tli egyenlGek és felezik egymadst, ezért a négyszog téglalap.
Legyenek a téglalap oldalai centiméterben mérve a és b. A feladat szerint

a+b=9cm és ab=18 cm’.
Ezt a két egyenletet egyidejlileg csak az a = 3 cm, b = 6 cm (vagy forditva) értékek elé-
gitik ki.

Jelolje K és T az eredeti, K’ és T az 1j keriiletet illetve tertiletet.
a) K’'=2K, T" =4T, b) K’=1,5K, T'=225T; c¢) K’'=3K, T"=9T;
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2437.

2438.

2439.

2440.

2441.

140

d) K’=§K, T’:ET; e) K’:EK, T’:@T; f) K=k-K, T"=k*-T.
3 9 9 81

a) kétszeresére; b) haromszorosara; c¢) Otszorosére; d) ﬁ -szeresére;

e) %—szeresére; f ﬁ -szorosara.

Legyen T =ab és T az 1j teriilet.

a) T"=2T; b) T’ =6T; c) T'=21T; d) T'=225T;, e) T’=£

T;
) T'=k-1-T.
a) 1:2; b) 1:3; c) 2:3; d) 3:4,; e) 3:5; f)l:x/z;

g) \/512:12\/5; h) ﬁ:3:1:ﬁ.

Pitagorasz tétele alapjan b=+e*-a’ , igy

e
b
K=2(a+\/ez—a2) és T=ae* —a* .

a) K=14cm, T=12cm?

b) K=34m, T=60m>

c) K=34mm, T=60mm?>
d) K=28dm, T=48dm?’.

Jelolje az oldalakat a és b. A feltétel szerint 2(a + b) = ab.
I. megoldds: Redukdljuk az egyenletet O-ra, majd prébéljunk a bal oldalon szorzatot ki-
alakitani.
ab—-2a-2b=0
(@a=2)(b-2)-4=0
(a=2)b-2)=4
LehetGségeink: a =4 cm, b =4 cm;
a=3cm,b=6cm;
a=6cm,b=3cm.
II. megoldds: Fejezziik ki az egyik oldalt a masikkal, majd alakitsuk a kifejezést.
ab—2a=2b
ab-2)=2b
b # 2, igy (b — 2)-vel oszthatjuk az egyenlet mindkét oldalat.
2b 2b-4 4 4
a= = + =2+
b-2 b-2 D=2 b-2
a és b pozitiv egészek, ezért 4 oszthat6 (b — 2)-vel.

b =1 nem lehet, mert a < 0.
b=3, a=6.
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b=4, a=4.
b=6, a=3.
Kaptuk a mar ismert megoldasokat.

2, T=L_ M
2 2
a) 6cm?; b) 341,25 mm?%; ¢) 8,4 dm?; d) 8,1 m? e) 27,805 cm?;

f) 552cm?*  g) 1,82dm?% k) 24,52m?% i) 6832dm% j) 801 cm?;
k) 1326m% 1) 21,9 mm>

a-m c-m

2443. T= a=—c;b:césm6=mb.
2 2
a) 12 cm?; b) 9 cm?; c) 7,86 m% d) 1025dm?%* e) 3,2 cm?%;
) 16 m? g) 25,228 dm>.

2
h) Pitagorasz tételébdl adédéan m, = b* - (%) gy m,=4cm é T=12 cm?,

7z

i) Az el6z6 ponthoz hasonléan adédik, hogy m,=12m és T'=60 m?.

2444, a=2—T; b=K—-(a+c); c=K-(a+b), ma=2—T.
m, a
a b c m, K T
3cm 4 cm 5 cm 4 cm 12 cm 6 cm?
5m 12m | 13m 12m 30m 30 m”

5 dm 55dm | 41cm | =4,097 dm | 13,1 dm 716,9cm2

6dm |51dm |7,5dm 35cm 186 cm | 10,5 dm?

4413m | 6m 6% m 50dm | 1708 cm | 11,03 m>

Megjegyzés: Az els6 két sor haromszogei derékszogtiek.

2 2
2445. Pitagorasz tétele alapjén b=+vc? —a”® ,igy K =a+Vc* —a*> +c, T = % .

a) b=4dm, K=12dm, T=6dm?; b) b=12mm, K =30 mm, 7= 30 mm?;
¢) b=24m, K=56m, T=384m> d) Nem lehetséges.
e) b=8dm, K=40dm, T=60dm? f) b=15mm, K =90 mm, T=270 mm?>.
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2446. Ha a szabdlyos haromszog oldala a, ak-
kor Pitagorasz tétele értelmében

2
a
a’ =m? +( ) ahonnan

Tt

Igy a teriilet:

SRS

T2 4
a) K=6m, T:\/gmzzl,732m2;
b) K=12cm, T= 4\/5 cm? = 6,928 cmz;
¢) K=2lcm, T=1225-4/3m?~21218 m%;
d) K=255dm, T=18,0625-y/3 dm? = 31,285 dm?;
¢) K=18km, T=9-4/3km? =15,588 km?;

Yi) K=14% cm, T =9,623 cm?.

2447. Az eldz6 feladat dbrdja és eredményei alapjan, ha a jeloli a derékszogl haromszog atfo-
gdbjat, akkor a teriilet egy a oldald szabélyos hdromszog teriiletének a fele, a keriilet pe-

o 0

dig: K= a+ +
& 2
a) K=6+23cm=9464cm, T=2+3cm? = 3,464 cm?;

b) K =9+33 dm ~14,196 dm, T=%\/§ dm? = 7,794 dm?;

¢) K=15+53 m=23,66m, T=22—5-J§m2 ~21,65m?;

d) K=24+8y3 mm=37,856 mm, T =323 mm? = 55426 mm?;
¢) K=30+1013 cm=4732cm, T=50-4/3 cm? =86,6 cm?.

2448. Pitagorasz tétele alapjan ¢ = 2a%, ahon-

nan
o _al2 @ N
V22

. a

Igy K=c 2+c:c-(x/5+l) és
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2449.

2450.

2451.

2452,

2 2
ra B R
S
a) K=6-(ﬁ+1) cm ~14,485cm, T =9 cm?;
b) K=4-(ﬁ+1)dmz9,657dm, T =4 dm?;
¢) K=0,8.(ﬁ+1)m:1,931m, T=0,16m?;
d) K:lz.(ﬁ+1)mm:28,97mm, T =36 mm?;

_7. - _49 o
0 K=1 (ﬁ+1)m~5,633m, T=om

1024

f K:%-(ﬁﬂ) dm =11885 dm, T =~ dm? = 6,059 dm?.

Az egyenl§ szard derékszogli haromszog atfogéjahoz tartozé magassaga fele az atfogo-
nak, igy, ha m jeloli a magassagot, akkor az el§z6 feladat megoldésa sordn kapott Ossze-
fliggések alapjan

Kzz(ﬁﬂ)-m és T=m?
a) K:S-(ﬁ+1)cmz19,314cm, T=16 cm?;
b) K:lo-(ﬁ+1)mzz4,142m, T=25m?;
c) K=4,8-(ﬁ+1) dm ~11,588 dm, T =5,76 dm?;

d) K= 136-(ﬁ+ 1) mm =~ 328,333 mm, T = 4624 mm?;

e) K=2—3()~(J5+1) mm =~ 16,094 mm, T:% mm? =11,i mm?;

f K=%-(\5+1) cm = 21,093 cm, T=% cm? =19,083 cm?.

7z

Az egyenl§ szard haromszog derékszogl. Az el6zé feladat alapjan T = m? < 90 cm?. Igy
m lehetséges értékei: 1 cm, 2 cm, 3 cm, 4 cm, 5 cm, 6 cm, 7 cm, 8 cm, 9 cm.

T,=10, T,=18, T; =145, T,=14, Ty=14.
Igy asorrend: T, < T, = Ts < T, < T,

Az ABF derékszogl haromszog a 2447.

feladatnak megfelels, igy a= b\/g és
b =2m,. Ezek alapjén:

K=2b+by3 =4m, +23-m, és
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:bzﬁ:mzf

p 23
a) K=12+6+3cm=22392cm, T=943cm?=15,588 cm?;
b) K=8+43m=~14,928m, T =43 m? ~6,928 m?;

¢) K=24+12+/3 mm~ 44,785 mm, T =36+3 mm? = 62,354 mm?;
d) Lasd az a) pontot!
¢) K=6+33dm~11,196dm, T=2.25-4/3 dm? =3,897 dm?;

T

f K=90+45J3 mm =~167,942 mm, T =876,85 mm>.

2453. Jelolje O a beirhaté kor kozéppontjét, és
bontsuk fel a hdromszoget az AOB,
BOC és COA héaromszogekre. Ezek te-

. cr a-r
riilete: Thop = - ; Tpoc = Ty ;

Teop = % Az ABC hiromszog teriile-

te ezek Osszege, azaz

roo_ar br cr
ABC 2 2 )
-r

=§~(a+b+c)= K

ahol K = a + b + ¢ a hdromszog kertilete.

2454. Lasd az el6z6 feladatot!

r 5cm 10 dm 10 mm 0,7m
K| 30cm 4 m Scm 28 dm
T |75 em? | 200 dm? | 2,5 cm? | 98 dm?

2455. A feltétel szerint
I3cm<a+b+c<18cm.
Mivel a=7 cm és b =2c, ezért
6cm<3c<11cm,

azaz
11
2cm<c< ?cm.

A b oldalra nézve
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dem<b< 2—3zcm.

. 14
Mivel b + ¢ > a, ezért c>% cm €s b>? cm.

Osszefoglalva
7 11
—cm<c<—cm,
3 3

14 22
—cm<b<— cm.
3 3

2456. Legyen a telek szara b méter, alapja a méter. A feltételek alapjan

1. %b:24m — b=16m.

2. a+§=25m — a=17m.

Az alaphoz tartoz6 magassag Pitagorasz tételébsl szamolhato.

2
m? = b? —(gj =183,75 m?

a

m, ~ 13,56 m.
fgy 7=%"a =11526 m?.
AF-m FC-m <
2457, Typp = — Tper = . Mivel
AF = FC, ezért valéban T,z = Ty F

2458. Lasd az el6z6 feladatot!
2459. TCFbM = TCFbB —Teus (1)

TBMF,, = TBCF,, —Tems 2
A 2457. feladat alapjan T g = Tyey, -

Ezt az (1) és (2) Osszefiiggésekkel Osz-
szevetve:

TCF;,M = TBME, .
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2460.

2461.

2462.

2463.

2464.

2465.

146

A 2457. feladat allitasat tobbszor alkal-
mazva kapjuk, hogy a nagy hdromszog
teriilete 7-szerese az eredetinek. (Lasd

az 4brat!) '

a) T=30cm?* b) T=12cm?% c) T=17.84cm?
d) T=50cm%* e) T=16,5cm?, K=18cm; f) T=96cm?, K=32cm;
g) T=30cm? K=24cm.

2 2
T=%=2-a~ma,K=4a=4 (%j +(£j =2~\/e2+f2.

e f

T:Tza-ma-i-b-mb

2
a) T=24cm? K=20cm; b) T=12m% K=52m;
¢) T=0,96dm? K =4 dm; d) T=2,16cm? K=6cm;
e) T=30m? K=20m; f) T=71,76 cm?, K =28,8 cm;
g) T=5119.2dm? K=324dm.
T=a-m,
a) 32 cm?; b) 2,76 dm?  ¢) 12,642 dm%* d) 31,356 m*; e) 23,4 cm%;

f) 34,182 dm?.

K=2(a+b), T=a-m,+b-m,
a) K=16cm, T=19 cm?;
b) K=18dm, T=29,5dm?

2 2
c) K=4 [5] +(§j =2-\Je? + 2 =208 em, T:%=26,z4cm2;
=§, azb\/_=§-\/§, K =e(1+3)=8-(1+43) m~2186 m,

2
T:a-b:%-ﬁ:m-ﬁmz ~13.856 m> .

(Az atlok egyenl8ségébdl addédik, hogy a paralelogramma téglalap. Lasd még a
2446. feladatot!)

e) K=20cm, T=40 sz;

f) K=160cm, T=9,6 dm>

A kozéppontos tiikrozéssel kapott sikidom mindhdrom esetben paralelogramma lesz.
a) K=14cm; b) K=12cm; c) K=10cm.
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2
2466. K =a+2b +c, T:“;C.m, b=d= (“;CJ +m? .

a) K=26cm+ 2- 3% +42 cm=36cm, T=>52cm?;
b) K=56m, T=180m%

¢) A trapéz hdrom szabdlyos haromszogbdl
tevédik Ossze. (Lasd a 2466/1. abrat!) Igy

A3

==
= 48y3 dm? = 81,138 dm? . (L4sd még a
2446. feladatot!)

K =5¢ =40 dm, T=3

2466/1. dbra

C

d) A 2466/2. dbra alapjin %:

=vb> —m? =8 mm. fgy a=21mm. d m| \b
K=46 mm, T=78 mm’.

e) A trapéz téglalap, 1igy K=18m, 7 2_C
T=20m" 2

2466/2. dbra

_ C
97¢ —4dm
d ml \b
és b =d = m2 = 42dm= 450 (5>
. m a m
~5,657dm. fgy K=32+8J2 dm= 1665, db
~ 43314 dm, T = 64 dm?. -abra
g) A 2466/4. dbra és a 2447. feladat alap- <
d a—c d\/g 4 m b
— =——, ahonnan
2 2 2 30° N 30°

c=a-— d\E . Az adatokbdl c-re negativ
érték adodik, igy nincs ilyen trapéz.

f) A 2466/3. dbra alapjan m =

jin m=— és

2466/4. dbra

2467. e=e, +e,, f=f, +f,. Mivel a trapéz szim- v
metrikus, ezért e, =f; és e, =f,. (Lasd az
abrat!) A mer6legességbdl  adéddan
reah e h ah ah_ T 2
2 2 2 2
el.f1+fz +62'fi+f2 _
2 2
(e +e)-(hth)_ef =i
2 2 2
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a) 2cm’,  b) 8m% ¢) 12,5dm? d) 578 mm>.

2468, To9rom 2T 22T,
2 a+c m m

a c m T
20m | 12m | 8m | 128 m?
13 dm | 85cm | 60 cm | 6450 cm?

- 3cm | 4,5cm | 500 mm?
32cm | 8em | 2,4dm | 4,8 dm?

2469. K=a+b+c+d, T=W, a=2L ¢ bK—(a+c+d).
m
a b c d m K T

8 cm 10cm | 6cm 8cm | 7,6cm | 32cm | 53,2 cm?
412cm [ 22mm | 1,5cm | 0,12dm | 1em | 9,02 cem | 2,81 cm?
13 m 53m | 8m | 600cm | 50dm |3230cm | 52,5 m’

2470. T, =25, T,=32, T;=24, T,=15, T;=27, T,=22,5.
T,>Ts>T >T,>T,>T,

2471. A 2467. feladat kapcsan leirtakkal analég médon bizonyithat6, hogy ebben az esetben
T= % . (Lasd még a 2472. feladatot!)

a) 5cm%  b) 2422m% ¢) 3,9 dm>

W72 rey=e, fitfy=f. T=9Ny -
2 Ak
f

+€1'f2+92'f1+‘32'f2: e
2 2 2

=S+ B+ (it f)=+

e, e +e, e-f
+2f="1 2. f=—"
2 f 2 f 2

148



SIKBELI ALAKZATOK

2473. Ha c jeloli a rovidebb alapot, akkor a

hosszabb alap 3c. Az ABM és DMC ha-
romszdgek hasonldak, ezért az M pont
3:1 aranyban osztja az atlokat. DMC
egyenl§ szard derékszogl haromszog,

,

ezért DM =MC=-_. fgy

72

DB=AC=4-—-_ A 2467. feladat

72

2
a]apjén T:M:l. 4L =
2 2 2
— 4 Mivel ¢=198M™ _ 45 m,

ezért T = 7056 mm?>.

2474. Az adatok alapjan a trapéz a 2466. fel-

2475.

2476.

2477

adat ¢) pontjanak megfelels, igy

36243
4

T=3- dm? =~16,84 dm?.

Tasip =Taco ~Tucp €8 Teyp=Tpep—
DC-m _

=
= Tycp- Ezeket Osszevetve adédik a fel-

~Tyep Masrészt  Tyop =
adat allitasa.

A paralelogramma atl6i felezik egy-
madst, 1gy Ty,cp =Ty (Egy-egy oldal
és a hozzétartoz6 magassag egyenlS.) A
kozéppontos  szimmetridbdl addéddan
Tyien=Tyag €8 Tyge=Typa- Ezzel az
allitast belattuk.

. A szogekre tett feltételek alapjan:

1. BCD3 = 120°.

2. Az ABD héromszog szabdlyos, igy
AB =BD = DA.

3. A BCM haromszdg olyan derékszo-
gl haromszog, amelynek egyik he-
gyesszoge 30°, igy DB:BC-\/E,

Mc=Bz—C és MB = BCZ'*/E

. (Lasd

D ¢ C
A 3¢ B
D C
M
m
B
B
D C
M
B
€ _120°
D B
60°
A
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2478.

2479.

2480.

150

a 2446. és a 2447. feladatot!)

Ezek alapjan: AC:AM+MC:AB'*/E+£=DB'*/5 +BC _pe. 2 B pe
2 2 2 2 2 2
Tehst AC=4m, MC=1m, AM=3m, DB=2-3m. K=2 AB+2 BC=
AC-DB

=443 m?= 6,93 m’.

=(4.J§+4)m=4.(ﬁ+1)m: 1093 m, T =

Legyen a hosszabbik alap hossza dm-ben a, a rovidebbiké ¢, a magassaga pedig legyen
m.

a=2c+0,3 és a+c=6.
Innen
a=4,1dm, c=19dm, m=0,4-a=1,64 dm.
Igy
T:a+c.

m=4,92 dm?.

Az ébran lathaté négy derékszogd ha-
romszog egybevagd, ugyanis két-két ol-
daluk (a; 2a) és a kozbezart szog (90°)
megegyezik. (Lasd az abrat!) A kapott
négyszog oldalai ezért egyenldk, és mi-
vel o+ [=90° a négyszog valéban
négyzet. Egy derékszogli haromszog te-

riilete

a 2 . £
=a”, 1gy a nagy negyzet

teriilete 6tszorose az eredeti négyzet te-

riletének.
Ha m jeloli a trapéz magassdgét, a nem D ¢ T m
sziirkén satirozott tertilet 5
m m F
T,=AB 2+CD 2 _AB+CD n
2 2 4 25
(Lasd az abrat!) Ez fele a trapéz tertile- A B

tének, igy a vonalkdzott teriilet is fele a trapéz teriiletének.
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2481.

2482.

2483.

A szogfelez6k metszéspontjai dltal meg-
hatdrozott négyszog szogei derékszo-
gek, ugyanis a szomszédos szogek szog-
felez8i derékszogben metszik egymast.
Az abran lathaté, hogy mivel a szem-
kozti szogek szogfelez6i parhuzamosak
és az oldalakkal 45°-o0s szoget zarnak
be, ezért az EFC és GHB haromszogek
egybevagd egyenl§ szard derékszogl
haromszogek, amelyek 4tfogdja 2 cm
hosszi. A szogfelezdk altal bezart négy-
szog tehat négyzet, amelynek oldala

d= % cm = x/E cm. gy teriilete

2 cm?.

Tigc=Treps  Tapp = Tapyy valamint
TMCM = TMGC‘ Mivel TEMHD = TACD —
~Tame=Tucn € Trpom = Tape =
= Typmr — Tyger €2€rt a vonalkazott terii-
letek valéban egyenlGek.

D 6 cm E2cmC
45° d'F
>d
6 cm .
lo) .G
45 d
A 6 cm H2cmB
D H C
|
A F B

A torottvonal helyettesithet6 a parhuzamosokra merdleges szakasszal. A helyettesitést

két 1épésben végezziik el.

B B,
2483/1. dbra

=
LS
3]

N =

\

]

2 B

2483/2. dbra

1. Ha F, az AM, F, pedig a BM szakasz felezGpontja, akkor az F'|F, egyenes A,B, sza-

kasza j6 helyettesitS, ugyanis Tyr =Trey € Tepy =Tppp, - (Ldsd a 2483/1. db-

rat!)

2. Ha F az A,B, szakasz felezGpontja, akkor a rd illeszked§ A,B, szakasz megfelel,

ugyanis Ty s, =Tp g . (Ldsd a 2483/2. dbrat!)
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2484. Jelolje T a négyzet teriiletét.

a) T
4

N

|

S sulypont az ABD haromszdgben, igy

TABD

Tsgp = , tehdt a vonalkdzott rész

. T
teriilete — .
3

b)

d)

T
4
T T
4 4
T
4
D G C
E
F
A B
T:AC2.BD , F negyedeli a BD at-
Laclm |
16t, gy Turon =%=§T.

248S. Jelolje T mindegyik esetben az eredeti sikidom teriiletét.

a) A

N-R ]
oS

152

b)

A
=AY,

2
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2486.

2487.

2488.

c) D c C d)

A
A a B

m
T=T,gcp =(a+c)-?

N

A vonalkazott rész teriilete:

Az ABFD hirtrapéz felbonthaté harom egy- D F ¢
bevdgd szabalyos haromszogre, amelyek

oldaldnak hossza 4 cm. A paralelogramma

négy ilyen szabdlyos hdromszog egye-

sitése, gy a 2446. feladat alapjan 60°

T=4-# em?=16-4/3 cm®=

=27,71 cm?, és K = 24 cm.

Ha a szabdlyos haromszog oldala a, akkor a hatszég oldala g. A hédromszog teriilete

(lasd a 2446. feladatot):

a*+3
h=—pr

A hatszog teriilete:

3
t, = 6=a2-x/§-—
2 4 8
Igy
233
H_ g _3
gt a2.\/§.l 2
4
a) T=69,5cm?.
b) T=180cm>
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c) A 2488/1. dbra jeloléseit hasznélva:
(4—x)+2+x3+5=13
2

X = =2,73 cm
J3-1
A teriiletre nézve:
N2 2
r=t 2") +(4—x) 9+ x)+ > 3 +5x=~3581cm?.
2 |
1 By 30°
2
4
> 2
SO F 6
X X 2
2 30° a 4 2 2
45/r|4 —x 3 30° ] 45°
s . ) Jg 2
-X 13
2488/1. dbra 2488/2. dbra
d) A 2488/2. abran lathaté dtdaraboldsokat elvégezve, és az ott lathaté adatokkal
T= (4(J§+1)+8J§) em? = (123 + 4) em? = 24,78 cm?.
2489. T'=772 800 m>.
2490. T =35,84 m’.
2491. T,ppp=AB-AG és Tppop=AB-GD. D C
Osszegiik:
Tygre + Tepep =
=AB - (AG+GD)=AB-AD =
=Typcp GP E F
A B

2492. a) A szabalyos hdaromszog beirt és ko-
réirt korének kozéppontja a harom-
sz0g sdlypontja, amely 2 : 1 ardny-
ban osztja a stlyvonalakat. Ezt és a
2446. feladat kapcsan leirtakat fel-
haszndlva adédik, hogy a beirt ha-

romszog magassaga m =%R , olda-

la pedig a = 2m _ 3R . A beirt ha-

ﬁ ﬁ 2492/1. dbra
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b)

c)

romszog teriilete igy
- azx/g _ 3R2x/§ _
4 4
= 12\/5 cm? = 20,78 cm?.

Hasonl6  okoskoddssal adodik, hogy a koréirt haromszogre nézve

= 2 .ﬁR) = 6TR =2a,amialapjan T: t =4 : 1. (T a koréirt haromszog teriilete.)
3

A beirt négyzet atl6jara nézve

b

a\/g =2R . a |p
igy a beirt négyzet teriilete

r=2R>

2492/2. dbra
A koréirt négyzet oldala

b =2R,
igy teriilete
T=4R%
Kaptuk, hogy T:t=2: 1.

A Dbeirt szabdlyos hatszog oldala
egyenld a kor sugardval, igy teriilete:

6.R2 ﬁ - 3\/§'R2 ~
4 2
~ 41,57 cm?.

=

2492/3. dbra

A koréirt hatszog kozépponti harom-
sz0gének m magassidgira nézve:

. 2R
m=R.1Igy b=—=, és a teriilet:

V3

T=6-@=2R2x/§.

Ezek alapjan a teriiletek ardnya:

T_2RN3 4
t 33R? 3
2

Megjegyzés: MegfigyelhetS, hogy a sokszogek oldalszamanak novekedésével a kérdé-
ses arany csokken.
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2493.

2494.

2495,

156

Ha a jeloli a négyzet oldaldnak hosszat,

akkor a levdgott haromszogek teriileté- 2,
nek Osszege: 7
3 2 —08em?. 74
49
2
Ebbdl a = 24,5 cm, és igy a nyolcszog 7¢
teriilete

T =d?-98 cm? = 502,25 cm?.

A Kkor és részeinek Keriilete, teriilete

a) K=8mcm=25,12 cm, T=16rcm?= 50,24 cm?;

b) K=10rm=3142m, T=25rm?=7855m%

¢) K=56mrmm~ 175,84 mm, T = 7847 mm? = 2461,76 mm?;
d) K=4,6ndm= 14,44 dm, T=5297dm’ = 16,61 dm?*;

e) K=%7rmz4,19 m, T=g7rm2 ~1,4 m?;

f K=%ncmz11,3 cm, T=2—;77:cm2 =10,17 cmz;

g) K=%ndmzl7,44 dm, T=%ﬂdm2 ~24.23 dm?;

h) K =10 mm, =2 nm? ~7,96 mm?.
T

a) K=10rm=31,42m, T=25rm?=7855m%

b) K=24mcm=75,36 cm, T = 1441w cm? = 452,16 cm?;
¢) K=1,6rdm=5,024 dm, T=0,647rdm?=2,01 dm?*;
d) K=3,64rmm= 11,43 mm, T = 10,4 mm?>;

e) K=1,16rm=~3,64m, T~1,06m>

i, K=gﬂcmzl,4cm, T =016 cm?;
39 2
g) K=ﬁ7tcmz11,13cm, T=987cm”;

h) K=6dm, =2 dm? ~2.87 dm’.
T
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2496.

2497

2498.

2499.

2500.

2501.

2502.

r 2,26 m 3cm 9 dm 3cm = 8,6 m 4 mm
d 4,52 m 6 cm 18 dm 6 cm =17,2m 8 mm
K| =142m ~ 18,84 cm 187 dm ~ 18,84 cm 54 m =~ 25,12 mm
T | ~16,04 m? | = 28,26 cm® | ~254,3¢ dm? | 97cm? |=23223m? | 50,24 mm*®

R=1m; §=r=0,5m; T=3,14.

a) 6,28 m, 3,14 m; b) 12,56 m, 6,28 m; c) 3,14m, 1,57 m;

d) 1,57 m, 0,785 m; e) 5024 m, 2,512 m; f) 753,6 m, 376,8 m;

g) 1055,04 m, 527,52 m; h) 3692,64 m, 1846,32 m; i) 55012,8 m, 27506,4 m;
j) 275064 m, 137532 m.

34km _3400m _17
1800 1800 9

A kerék keriilete: m =1,89 m . Igy

d

=wz0,602 m=60,2cm, r=30,1cm.
T

Egy menet hossza: 2r7 = 25,12 cm. Igy a sziikséges rézhuzal hossza: 502,4 m.

LT e r PP . r
Az r sugaru félkoriv hossza rr. Az 5 sugard félkorivek osszhossza: 2 -E'ﬂ =rr . Ha-
2 T r 2 ; PP ..
sonl6an ad6dik, hogy az — (n természetes szam) sugard félkorivek Gsszhossza:
2

;
2" —.m=rrm.

A keriiletek ardnya megegyezik az 4tmérdk ardnydval, a teriiletek ardnya pedig az 4tmé-
r6k aranyanak négyzete, nevezetesen

a) 1:4; b)4:9; ¢)9:25 d) 1:1225; e) 49:81; f) p*: 4>

a) A legnagyobb kivdghaté kor sugara a hdromszog beirhaté korének sugara, ami a
szabalyos haromszog magassdganak harmada. (Lasd a 2347., 2446. és 2492. felada-

15, i3 L E

tokat!) fgy r=—= =—m. A hulladék teriilete: ﬁ m”——m” =
3 3 2 6 4 12

~0,17 m”.
b) A legnagyobb kivdghaté kor sugara a négyzet oldaldnak fele, azaz 0,5 m. A hulla-

dék teriilete: 1 m? —% m? = 0,21 m>.
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2503.

2504.

158

c) A legnagyobb kivdghaté kor sugara Bl mA
az 1 m oldali szabélyos haromszog -
magassaga (lasd az 4brét), azaz

V3

r= Tm A hulladék teriilete (lasd

a 2492. feladatot): 6-% m?— N T

—‘%” m? = 0,24 m%.

A kivagott korlap és a sokszoglap terii-
letének ardnya az egyes esetekben:

T kY4
To _12 __ T T, =« T, 4
a) —>= b) o =2_079; ¢)o=A4_- T _g91
Ta 3 3f To 4 To 33 243
4 2

Mindhédrom esetben az adott korbe irhat6 szabélyos sokszoglemezt vagjuk ki.
a) A szabalyos hiromszog koré irhaté kor sugara a magassdg kétharmada. (Lasd a

2 a\/_ a\/_

2347., 2446. és 2492. feladatokat!) Igy 1 m ==

372 3
343

A hulladék teriilete: 77 m? e m? =~ 1,84 m>.

, ahonnan a = x/_ 3m.

b) A négyzet koré irhaté kor sugara az 4tl6 fele, igy 1 m = % , ahonnan a= x/E m.

A hulladék teriilete: 7m? —2 m? = 1,14 m*.
c) A szabdlyos hatszog koré irhaté kor sugara a hatszog oldaldval egyenld, igy a hulla-

343

dék teriilete: 7m? - m? = 0,54 m>.

A kivagott sokszdglap és a kor teriiletének ardnya az egyes esetekben:

33 33
To 4 g4 mIon_2_ges ¢ To 2 _gs
TO T To T To T

a)

Ha a kor atmérdje d és a kozépponti szog fokokban ¢, akkor a korcikk tertilete:

_d*n a
4 360°
kertilete pedig:
K=d+dn-—2—.
360°

a) T :2577: em? =13,08 cm?, K = [10#%”) cm =15,23 cm;
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2505.

2506.

b)

c)

d)

e)

f

8)

h)

J)

k)

a)
8)

Tzz?-Tﬂ cm? ~19,63 cm2, K= (10+57ﬂj cm =17,85 cm;

7= cm?~654cm?, K=[10+>F | cm =12,62 cm;
12 6

Tz%:Tﬂ cm? =9,82 cm? =(10+%) cm =13,92 cm;

T= 2577[ cm? = 39,26 cm? , K= (10 + 57[) cm = 25,7 cm;

T :%-257rcm2 ~5888 cm?, K = (10+%5nj cm = 33,55 cm;

251 2

T=¥ cm? =218 cm”, K= (10+5—ﬂ)cmz10,87cm;

=2 cm2 =327 em?, K =10+ | cm~1131 cm;
24 12

T=25—7r cm? ~436cm K = 10+5—7[ cm=11,75 cm;
18 9

T:% cm ~49lcm2, K= (10+5§jcm:11,96cm;

7= ospem? <18 cm?, K = 10+ L 57 cm=~17,2 cm.
48 24

180°,  b) 90° ) 60° d) 240° ) =257,14° f) 216°
270°.

Ha R jeloli a korcikk sugarat és o a korcikk kozépponti szoge fokokban, akkor

r__«
R 360°°

Igy a korcikk teriilete

T=Rr.—* —R1.

I rRrm ,
360° R

keriilete pedig

a)
b)
c)
d)

K=2R +2rr=2(R + rn).
T=157rcm?*~=4,71 cm?, K=9,14 cm;
T=3rcm?>=942cm?, K=~12,28 cm;
T=4,5rcm?= 14,13 cm?, K = 15,42 cm;
T=6rcm?= 18,84 cm?, K = 18,56 cm.
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2507. Az akozépponti szoghoz tartozd korszelet az dbran
vonalkazassal jelolt sikidom.

a) a=90°,

R’m R®> R? 5
T=""-" =2 | Z_1|=28,5cm?,
4 2 2 (2 ) 4

K= 2R” +RA2=R ( +ﬁ)z29,84cm.

R
b) oo=180°. A korszelet most maga a félkorlap, igy T = > ~157 cm?
K=Rr+2R=51,4cm.

c) o=270°. A megfelel§ korszelet a korlapnak az a) pontbeli korszelet elhagydsa utan
kapott része.

2 2 2
T:R%z:—(%—Rz] R2(1+37”) 285.5 cm?,

=% JRT+R-2 =R (2 n 2):61,24 cm.

d) o=360°. A korszelet most a teljes korlap. T = R’m=~314 cm? K =2R7m~ 62,8 cm.

e) o=60°. Ekkor a korszeletet hatdrol6 hur hossza R, és a kozépponti haromszog te-
2

3 . (Lasd a 2446. feladatot!)

Rz R*3 Rz[ V3

=22 129,03 cm?,
6 4 2

riilete

T=

3 2

K= R+2R%—R(l+ 3) 20,47 cm.

f) oo=120°. A korszeletet hatdrolé hur hossza R\/g és a megfelel$ kozépponti harom-
2

3 . (Lasd a 2446. és 2452. feladatokat!)

2
T = R _RA3_ (3 {J 6137 cm?,

sz0g teriilete

3 4

K—2R7T RV3 =R ( ) 3825 cm.
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2508.

2509.

2510.

2511.

2512.

A korgyiri teriilete: T= (R* - P)r=R+rR-nNr=R+7r)-d- T
r R d T
3cm 5cm 2cm | 50,24 cm?

25mm | 0,04m | 1,5cm | 30,62 cm>
5cm 7em | 0,2dm | 75,36 cm?
5,6 m 6m | 40cm | 14,57 m?
— 10 mm — 30 cm?
28dm | 416 m [3,88m| 54m’
75cm [125em | 5cm | 314 cm?
6,75cm | 7,25 cm | 5 mm 77 cm?

T=R+r(R-rm.
a) T=628cm? b) T=33dm?* «¢) T=4575m% d) T=47,1 mm’.

Jelolje R a kiils6, r a belsS kor sugarat. A kérdezett arany:

le_izl_g,

R’m R? R
a) 2 b) § C) l d) i 6) % f) nz_mZ
4’ 9’ 16’ 25° 49° n?

A kérdezett ardny szamértékileg a vonalkazott teriilettel egyezik meg.
a) A vonalkédzott sikidom egy 1 sugart korlap negyede, igy az arany %z 0,785.

b) A vonalkdzott teriilet most a négyzet teriiletébdl az el6zé pontban kimaradt teriilet

kétszeresét kivonva adodik. 1— 2(1 —%) = §—1 ~0.57.
c) Osszességében egy % sugard kor teriiletét kell levonni a négyzet teriiletébdl.
1-Z~0215.
4

d) Az eredeti négyzetet négy olyan % oldali négyzetre lehet bontani, amelyekben a

vonalkazott teriilet a b) pont négyzetébdl kimaradt teriiletnek felel meg. Igy a vonal-

kzott terilet: 42 L~ 7|22~ 043,
4 16 2
Az alapkor teriilete 7. Legyen A a kérdezett ardny.
n T on If,_=
=y 3 FRETIE 2\7 4) 3
T 16 /4 8

161



GEOMETRIA

d) Az ébrérdl leolvashat6, hogy az alap
korlapbdl kimaradé sikidomok:

1. 2 darab 60°-os kozépponti szog-

hoz tartozé hdromszog, osszterii- 60

120°

letiik g (Lasd a 2446. felada-

tot!)
2. 2 darab 120°-0s kozépponti
sz0ghoz tartozé haromszog, ezek

. 3 .
Osszteriilete is B (Lasd a

2452. feladatot!)
3. 4 darab 60°-o0s kozépponti szoghdz tartozé korszelet, ezek Osszteriilete
4[%—@] - ZT”— V3. (Lasd a 2507/e) feladatot!)

Igy a megmaradé (vonalkézott) teriilet: 77 —2 -g— [2—7[— ﬁ ) = % , tehat A= % .

2513. Az 4brardl leolvashatd, hogy a feladat-

ban pontozassal jelolt teriiletrész valo-
ban a négyzet teriiletének negyede.
A masik 4llitasra is gyorsan adodik a bi-
zonyitds, ha figyelembe vessziik, hogy
az oldalakra irt félkorok tertiletének
Osszege egyenl$ annak a negyedkornek
a teriiletével, amelynek sugara a négyzet
oldala.

2514. Jelolje A a kérdezett aranyt.

a) A rombusz két szabdlyos haromszogbdl tevédik Ossze, igy teriilete (Léasd a

V3

5
1 .

2446. feladatot!) A vonalkizott rész két Y sugard, 60°-o0s kdzépponti szoghoz tar-

tozé korcikk, amelyek Osszteriilete % (Lasd a 2504. feladatot.) Igy

- _~031

6-3

b) A trapéz harom darab 2 oldalhosszisigu szabalyos haromszogbdl tevédik Ossze, igy

2243

2 3 = 3\/5 . (Lasd a 2446. és 2466/c) feladatokat!) A kimaradé rész

B
I
e SE

teriilete 3-

Osszességében két % sugard korlap és két 1 sugard, 60°-os kdzépponti szoghoz

162



SIKBELI ALAKZATOK

2515.

2516.

2517.

2518.

tartozé korcikk. Ezek osszteriilete 2 -%+% - 5?”. (Lasd a 2504. feladatot!) A vo-
5w

W3-2
6 - ~0,49.

33 1843

c) Az egyenl$ szard derékszogl haromszog atfogdhoz tartozé magassiga 4, igy a vo-

16—4r
16

d) A hatszdg 6 darab 2 oldalhosszisdgu szabédlyos haromszdgbdl tevddik Ossze, igy te-
riilete 6\/5 . (Lasd a 2446. feladatot!) A kimaradé rész osszességében 3 darab 1 su-

gart kor, amelyek Osszteriilete 37z. A vonalkazott teriilet 6\/5 —3m, az ardny pedig

A:6\/§—3ﬂ:1 T

63 243

nalkdzott teriilet igy Sx/g —5?7[ , az ardny pedig A =

nalkézott teriilet 16 — 47, az ardny pedig A = 1—% =0,22.

= 0,09.

1
Legyen 1 a befogdk hossza. Ekkor a hdromszog teriilete 5 A holdacska teriilete a

72 sugart félkorlap és az 1 sugard, 90°-os kozépponti szoghoz tartozé korszelet terii-

leténck kiilonbsége, azaz T, = %— %(5— 1) - % (Lasd a 2507/a) feladatot!)

Jelolje a haromszog befogdit a és b, atfogéjat c. Pitagorasz tétele értelmében
a* + b* = ¢*. A holdacskak teriiletének osszege:

2 2 2
ﬂ+l[an+b n]_lcn:@ d 2+b2_C2):ab

+_ JR—
2 2{4 4 ) 24 2 8

Pitagorasz tételének alkalmazasa

a) 5Sm; b) 13 cm; c) 10 dm; d) 25mm; e) 26 cm; f) 17 cm;
g) 34 m; h) ﬁcmzl,4l cm; i) x/§m22,24 m;

j) 3 cem=1,73 cm; k) /8 dm = 2,83 dm; I) 4mm.

a) 4 cm; b) 3 dm; c) 12mm; d) 8m; e) 15 dm; f) 11 mm;
g) 18 mm; h) 3,5cm; i) 16 cm; j) 2m; k) 1cm

) \J6 dm=2,45dm.
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2519. 4] 35cm |=706em]| 46cm | 610mm |~6,7dm| 482m
b| 0,43 dm 42 mm | =87,88 cm 5,2 m 66,4 cm | 5240 mm
=554cm | 83cm 88 cm =524m | 943dm | =7,12m

2520. Ha c jeloli a haromszog legnagyobb oldalat, akkor a hiaromszog hegyesszogl, ha
a*+ b > derékszogt, ha @+ b* =% tompaszdgd, ha a+b* <
a) derékszogi (itt b a legnagyobb oldal); b) hegyesszogi;
c) tompaszogl; d) tompaszogl; e) derékszogl; f) tompaszogd.

2521. Ha a haromszoget tiikrozziik a hosszabbik befogd egyenesére ,akkor az eredeti és a
képharomszog egyesitése szabalyos haromszog. Ebbdl adéddan, ha az atfogd hossza c,

akkor a befogdk %, illetve < hossziiak Pitagorasz tétele alapjan. (Ldsd még a

2447, feladatot!)

a) 1cm, x/gcm = 1,732 cm; 30
b) 2m, 24/3 m = 3,464 m;
c) 1,6 dm =277 dm; 3 ¢
d) 42 mm = 72,746 mm,; 2
e) 39m=6,755m;
8 c

2—cm = 5,004 cm. <

f) o cm cm 5
2522. Ha az atfogé hossza c, akkor a befogd % =< 22 hosszuisagu.
2
a) 2 m; b) = 15,56 mm,; c) =4,53 cm; d) 3,5 mm,;

e) =24,04 mm; f) =212,13 mm.

2523. Lasd az el6z6 feladatot!
a) 2cm; b) 6m; c) 400\/5 mm = 565,68 mm; d) =792 dm;
e) =67,88cm; f) =749 mm; g) ax/E.

2524. Alkalmazva Pitagorasz tételét ¢
2 2 2 Q2™
h=VAC? - AF? =4/100025 m?* = )\ h
~ 31,6 m. A Kicsit taldn meglep6 ered- 7 1000 7 B

mény azt mutatja, hogy b6ven atsétalhat
egy ember a kotél alatt.

2525. Ha [ a huzal hossza, akkor é=\/(10 m)? +(0,6 m)> =10,018 m, ahonnan

[=20,036 m.

164



SIKBELI ALAKZATOK

2526.

2527.

2528.

2529.

2530.

2531.

2532.
2533.

Az abran lathat6 ABC haromszogben

AB=2r, AC=r, fgy d=BC= B TY
=\@2r)? =r? =r3 =24,25 mm. f%
A csuszda emelkedése 4 m, igy hossza W\U
1=+/(10 m)* + (4 m)> =+/116 m =10,77 m.

Az abran lathaté ABC derékszogd ha-

a3

romszogben AC:T (lasd pl. a

2521. feladatot) és BC = 32—“ fgy

2 2 2 2
AB = (aﬁ] +[2j = 3L+9L=\/3az =a/3~693 m.

2 2 4 4

Jelolje az inga centiméterekben kifeje-
zett hosszdt [. Ekkor az abran lathatd
ABC derékszogli hiromszégben BC =
=(-2)cm. fgy

P=(-2)%+20%

Ebbdl

[=101 cm.

l:\/(l,Z m)> +(2 m)> =4/5,44 m=2,33 m.

Az abran lathaté ABC derékszogl ha-
romszogben BC = 145 m, AC =178 m —

-7,5m=170,5 m, igy 15m
. \B
I =145 m)? + (1705 m)? = c
i
= /5009525 m = 223,82 m. ¥
B
c A
| 178 m

h=+(38 m)> —(1,7 m? =411,55 m =34 m.
A gyalogos altal megtett t:
s=5 kTmB,S h+55 kTm-Z h =28,5 km.
Jelolje d a gyalogos elmozdulédsat kilométerben mérve. Ekkor d 2= 512 + s%, ahol

s, =17.5kmés s, = 11 km. Igy
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d =+4/17,5* +11% km = 20,67 km.

2534. A P(x;y) pont orig6tdl vett tdvolsdga d = \/xz +y%.

a) 1; b) J5=224; ¢) 5 d) 13; e) 5;
P N26=51 g 109 =1044; h) 2725 =522.

2535. A P,(x;;y,) és P,(x,; y,) pontok tdvolsiga d = \/(x2 - X )2 +(y, —y1)2 .
a) 5 b) V136 =11,66; ¢) 4l =64 d) 76,25 =8,73;

e) V117 =1082;  f) 4250 =1581.

y
2536. a) AB=5; AC=6; BC=+13 CM“
K=11+/13 =146 G NG
r=93_9 4 B3 4)
2 3 7
5 /
1 //
5 4 3 2 1A 1 2 3 4 5 X
y
b) AB=5; AC=+/65; BC=450 o1 cule
K =5++65+5v2 =20,13 g
_5'7_ 7 l/ \
T=—=175 / \
2 6 /
1/ \
T/
L/ \
2
1A(O,Z) B(5; D)
5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 %
y
¢) AB=+26; AC=+74 ; BC=6 1
K =6++26+74=197 c B(2; 5)
6-5 N 4
= e— \
T 5 15 \ . \
N
~
AG:0)
5 4 3 2 1 2 3 4 5 X
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d) AB=+/82 ; AC=+37; BC=3
K =3++/82 +/37 ~18,14

r=21_15
2

¢) AB=4; AC=+74 ; BC =146
K =4+74 + /146 ~ 24,68

4s_
2

T= 10

) AB=8; AC=+/8; BC=+40
K =8+242 +2410 =17,15

r-82_g
2

g) AB=+202; AC=11; BC =+125
K =11++202 +545 ~36.4

T:£=60,5
2

YA
2
c2il | BG:D
A(4; L
5 4 3 2 -1 1 2 3 4 5 %
YA
6 B(3: 6)
5
s /,/
3
NIRVAR VR
/
1/
/[ [ .
5 -3-2-1111/2 304 5 X
Z{
C(-2;1-5)
5
YA
B(-1{6)
S
5 -
C(-3;/4) ; A(5]4)
2
|
5 4 3 2 1 2 3 4 5 X
YA
1Q. T—
Bt I BG:H
T
3 o
2 //
v
/,(
g7 65 4 3 |12 30X
// )
/// -3
/] -
AGF8TE5) -5
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h)

AB=2b; AC=Va’+4b> ; BC=a

K=a+2b+Vd? +4b* T=“'22b —ab

Ez a hdromszog a # 0 és b # 0 esetén derékszogd.

2537. Az ABCD négyszog mind a négy esetben téglalap.

a)

b)

c)

168

AB=CD=4; BC=AD=5
K=18;, T=20

Az A és a B pont mésodik koordina-
tdjanak a feladatban leirt valtoztatasa-
val a téglalap egy szakasszd zsugoro-
dik 6ssze.

AB=CD=4; BC=AD=9
K=26; T=36

A véltoztatdssal kapott A’B’CD négy-
zetre

A’'B’=CD=4; BC=A'D=4
K'=16; T'=16

AB=CD=10; BC=AD =13

K=46; T=130

A viltoztatdssal kapott A’B’CD tégla-
lapra

A'B’=CD=10; BC=A'D=38

K’ =36; T"=80

[N N . )

-5 4 3 2 1A

<
»

.

11 ¢
10
9
8
7
6
5
4
3
2 B

—_

-5 —4

-3 2 -1
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d) A négyszog négyzet.

AB=BC=CD=DA=v3*+6% =
V35 =345,

K =12+/5 = 26,83 T=(3\/§)2 =45

A viltoztatassal kapott négyszog pa-
ralelogramma, amelyre nézve

A'B’=CD =35 és
B'C=A'D=v62+2% =40 =24/10 .
fgyK=6\/§+4\/E=2\/§(3+2\5)z

= 26,07. Az dbran vonalkdzassal jelolt
haromszogek egybevagok, igy

Typep= TPQCD = (3\/5) (2\/5) =
= 30. (Felhasznaltuk, hogy
QC=PD==2-y5))

YA
7
6
5
4
3
2
1
I RN EER X
)
3
4
A B
YA e
s B(5: 18)
/
12
C—l;ll)ﬁ/
10
9 (5. 1QY
EED) S
8
7
_—TA2:7
L
5
D(=4]5) A
X@“
2 A 2)
1
5 4 3 2 - 1 2 3 4 5 X

2538. A feladatnak a koordinatdk valtoztatasara vonatkozd utasitisa minden esetben a

sz

v(=3; 4) vektorral torténd eltolést jelent, igy a kapott alakzat egybevdgd az eredetivel.

a) AB=6; BC=5; AC=+61.
K=11+/61~1881
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170

b)

r=22_15

A kapott derékszogli haromszog ol-
dalai

AB=+/73: BC=8: AC=3.
K =11++/73 ~19,54

r=83_1
2

A kapott haromszog oldalai

AB =+9% +3% =90 ;
BC=V6" +2? =440 ;
AC=+9%+7% =130 .

A kapott adatokbdl lathatd, hogy
AB* + BC* = AC?, amibdl Pitago-
rasz tételének megforditasat al-
kalmazva adédik, hogy a ha-
romszdg derékszogli (ABC I = 90°).

K =310 + 2410 +4/130 = 27.21

YA
s C(l1:15)
14 /
13 ///
12 /
11 /
10 £
A(5; 10) B(11; 10)
9
8
7
6
5
4
3
2
1
1 2 3 4 5 6 8 9 10 11 X
YA
B(L5;3) 3
\ 2
\ 1
5 A3 2 -1 2 03 4 5 X
4\\ L
)
\\ .
4
A 5
(5, 5) a2 15)
jﬂ A(10; 4)
/
3 /
7 /
2
B(1; 1)|_~ /
1
i1N\2 3 4 5 6/7 8 9 10%
A //
)
/
3 /
4 \ //
-5 \/C3; 5)
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2539.

2540.

T =

3@-2\@:30
2

d) A hdromszog oldalainak hossza (ldsd a 2535. feladatot): AB=+/17, BC=+629,
AC=+612. Az adatokbdl lathaté, hogy BC? = AC? + AB?, azaz a haromszog

V17 612 s
2

derékszogli (BAC =90°). K=5394; T =

Alkalmazva a két pont tdvolsdgit megadd Osszefiiggést és Pitagorasz tételének megfor-
ditasat kapjuk, hogy mind a 4 haromszog derékszogl. Ekkor viszont Thalesz tételének
megforditdsdbol adéddan a koréirt kor sugara az atfogd (a leghosszabb oldal) fele.

a) r= AZB Vi3 . K=+13-1~1132, T_BT”~1021
b) r_AZC =5, K=10m =31,42, T =257 ~78,53;

c) r=AZ—B=@, K =+/130 -7 = 35281, T=%7r:102,1;
d) r= AZB 85 , K =+/85 -7 =28,96, T=87;57r 66,76.

Legyen a paralelogramma negyedik csicsa S, €s a betlizés valamelyik koriiljarasi irdny-

ban PORS. (Ezzel egyértelmiivé tettiik a megoldast, a feltevés nélkiil harom megoldast
kapnénk.)

a) S(5:~4); 4 oo
PQ=RS=7; OR=PS=+41; B
\\
K =14+2/41 =26 81. 5 N
A PQ oldalhoz tartozé magassag 4 N
m=35,1igy T =35. 3 RGL3)
2
1
P(0; 0) _
5 4 -3 -2 -1 2 03 4 }pox
—1 N
NEAN
N
; N
- $5:14)
-5
b) 52 4; s R(T: 4)
PQ=RS=5; OR=PS=8=242; X
K =10+4+2 ~15,66; 2 T 553
T=5.2=10. |
-3 =2 -1 1 2 3 4 5 6 7 =x
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¢) S(3; 15);
PQO=RS=8; OR=PS=+136 =
=24/34;

K =16+4+/34 ~39,32;
T=8 6=48.
d) S(=6;—4);

PQ=RS=+170; QR=PS=4;

K =8+24/170 = 34,08;
T=4-11=44.

YA
15
NEEE
13 \\
12 \
1 \
10
9
8 \\
7
R(3 7 \
NEER \
5 \
i \ POL5)
4 \
3 \
2
1 \ R
L 2 3 4 5 6 7\8 x
5 \
-3 093
7yf‘§;7 0:; }
4 /
/. /
3
/ /
/ 1T/
/ 1 /
/ / .
—6—5——3—2—1]/12345X
/ 4]
/ / 5
4
S(-6; -4 |P(2; —4)5

2541. Az ABC haromszog mind a négy esetben egyenl§ szard.

a) AB=4, BC=AC=+/53;
K =4+2+53~18,56;
4.7

T=——=14.
2
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b) AB=8, BC=AC=+/41;
K =8+2+41~2081;

r=52_2.
2

¢) AB=+32 =42, BC=AC=410;
K =442 +2410 =9,15;
_M2A2
; .

T

d) AB=BC =20 =245,
AC=+72 =642 ;
K=45+642 ~17,43;

_622
2o,

T

2542, a) D(6; 1)
AB=5,BC=AD=+37, CD = 3:
K =8+2437~2017:

7233 6-0a
2

YA
BOI4)
3 \\\
2 ~
: (1)
A(0; 0) all _
3 2 1 2 3 4 5 6 7%
YA
74 (-'(] 7
A\
/. AN
l/ 3 \\
X A(3:2)
B(3;2
i
3 2 - 1 2 3 4 5 6 7 X
YA
2
A 2N~ d6: D
1
3 5 1 2 3 4 3\6\7 *
L \
-2 (77 +2)
A3
3
2
1
3 2 - 2N NS 6 7
R E=))
2
-3 a(7;3)
YA
5 B(0: 5
4
3
2
1
A0 | ——T D6 )
3 2 - 1 2 3 4 5 6 7%

173



GEOMETRIA

b) D(4;-5) B(-3;2 YA

AB =8,BC=AD =450 =52, AG;

CD =6; \ 1 I

K=14+1042 ~2814; A2 o

- J

8+6 \

T=""=7=49. \ /
[

c¢) D(7;10)

<
»
-

AB =~/80, BC =AD =+/50, 1

cD =420 ;

K=45+25+1042 =

=645 +1042 = 27,56 . ts ts

A teriilet konnyen szdmolhat6 pél-

daul az abran lathat6 felbontas segit-

ségével.
T=t+ty+1;+1,+1s=

N W A NN X O O

=16+35+9+4+125=45

—

B(10; 1)

d) D(=9;7) D(=9:17) 4

o

AB =440, BC=AD =10, ™~

CD =4/160 ; S~ X

K =210 + 4410 +20 = ™

=610 +20 ~ 38,97 . 3

Iy

Az abran lathat6 felbontds alapjan 2

~3
I3
T=t,+t,+t,+1,= . /
=18+6+7,5+58,5=90. /

o J

S
o

—4
\\/
B(=375) -5
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2543.

2544.

2545.

2546.

2547.

Vegyes feladatok

Lasd a 2521. feladatot!

A hegyesszogek: 15°, 75°. Thalesz téte-
Iének megforditasabol adéddéan AF =

=FB=FC =§. A hédromszog kiils§

sz0gére vonatkoz6 tétel miatt CFB<J =
=30°. (Lasd az abrat!) Az AFC hirom-
szogre teljesiil az el6z§ feladat feltétele,
igy
m=Tc=2E_C
2 4

A korhoz kiilsé pontbdl hizott érint-
szakaszok egyenld hosszuak, igy

EC=CE,=r;
E,A = AE;;
E.B=BE,.

Ezeket felhasznalva
a+b=BE +2r+EA=
=2r+E;B+AE;=2r+c.

Az O pont a hdromszog belsd szogfele-
z6inek metszéspontja, igy DAO<+

+ ODAY = %(DABq + CDAJY) =

=%~180°=90°. EbbSl  pedig

AOD < =90°. Hasonl6an lathaté be az
allitas masodik fele is.

Legyen B =4r. A 2545. feladat alapjan
a+b=c+2r, ahonnan ¢ =a + 2r. Fel-
irva a haromszogre a Pitagorasz tételét:

(a+2r°=a*>+ 16/
Ebbé] adédik, hogy a = 3r.

c 152 ¢
2
m
15 0 .
< F c TB
2 2
B
E3
a /= c
IAos
¥
N/
C E b A
D c
0
A B
B
E3
X
a 1y
JE
! r
N[
C E b A
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2548.

2549.

2550.

2551.

176

Irjuk fel a haromszog teriiletét kétféle-
képpen: egyrészt T=b'%, masrészt

2 2
abrat!) Ezen kifejezések egyenlGségébdl
adodik, hogy d; + d, = m,, ami adott ha-
romszogre valoban dllandé.

T =§(d1 +d,). (Lasd az

7z

Az el6z06 feladathoz hasonléan most is a
teriilet kétféle felirasabol kapjuk az alli-
tast. (Lasd az abrat!)
a-m _a-d  a-d, +a~d3 _
2 2 2 2

a
:E(dl +d, +d3)

Ebbdl
dy+dy+dy=m.

Az AH,H,, BH H; és CH,H | hdromszo-
gek egybevagodak, ugyanis két-két olda-
luk és a kozbezart szog megegyezik, te-
hét a H,H,H, haromszdg szabalyos. Az
AH,H, hiromszdgben AH, =2 - AH, és
H,AH; 4= 60°, igy a hiromszdg derék-
szogl. (Lasd a 2447. és 2521. feladato-
kat!) Ugyanez igaz a BH H, és CH,H,
haromszogekre is.

F\F, a hiromszog egyik kozépvonala,
ezért F\F, parhuzamos F;T-vel, tehdt
az FF,F,T . négyszog trapéz. (Ldsd az
abrat!) F,F, is kozépvonal, ezért
B

EF = TC A BCT hdromszog derék-
szogl, ezért Thalesz tételének megfordi-
tdsabol addddan % =FT.. Eddigi
megallapitasainkat Osszevetve
F.Fy=FT,, azaz a trapéz valoban
egyenld szaru.
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2552.

2553.

A szabidlyos kilencszog egy belsd szoge
©=-2)-180° =140°. Azébran lathat6
AAAA A, tengelyesen szimmetrikus
Otszogben igy AAA,$=AAA I=
= 60°. Jelolje a a kilencszog oldalat, b a
legrovidebb, ¢ a leghosszabb atl6jat, és
legyen B az A|A; é4tlonak az a pontja,
amelyre A;B=b. Az A/AAA5 négy-
sz0g szimmetrikus trapéz, 1igy a
A,A,AB négyszdg olyan paralelogram-
ma, amelynek egyik szoge 60°-o0s. Eb-
b6l adédéan az A A,B hdromszog sza-

balyos, tehdt valéban a = ¢ — b.

A kapott A’B’C’D’ négyszog atléi a
szarmaztatasbo6l adéddan egyenld hosz-
sziak és merGlegesen felezik egymast,
tehdt a négyszog négyzet. Jelolje a az
eredeti, a’ a kapott négyzet oldaldnak
hosszat. Az abréan lathaté A’B’BA szim-
metrikus trapézban a’ = a + 2m, ahol m
a trapéz magassaga, és Pitagorasz tételé-

ﬁ.

a’=a+2~i=a+a\/§.

V2

Mivel az eredeti négyzet atl6ja, ugyan-

csak Pitagorasz tételébdl adédéan ax/g ,
ezért az allitast belattuk.

bdl adéddan m =

A5 600

D’ C’
D C
a A a B a
m
Ya
A’ 45° a’ 45° B’
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2554.

2555.

2556.

2557.

178

Jelolje ya kérdéses szoget. A feltételbSl
adéddéan az dbran lathaté FBC harom-
sz0g egyenld szard és

FT=TB= % = %. Jelslje az AB oldal

F felez6pontjabdl az AC oldalra allitott
merdleges talppontjat 7°. A feltételbdl
adoédik, hogy az FTC derékszogl ha-
romszog egybevigd az FT’C derékszo-

gli hdromszoggel, igy FT:FT’:%.

Az AFT’ derékszogli haromszogben az
atfogd kétszerese az egyik befogdnak,
igy ao=30°. (Lasd a 2447. és 2521. fel-
adatot!) Az ATC derékszogli harom-

szogben  30°+2 % =90°, ahonnan
y=90°.

A feltétel nyilvan csak ugy teljesiilhet,
ha FM = MC. (Lasd az abrat!) Mivel a
haromszog derékszogl, ezért AF = FC,
igy 0= CAF3¥=FCA<J. A hiromszog
kiilsé szogére vonatkozd tétel alapjan
200=45° — o, ahonnan o= 15°, és igy
ABC3=B=175°.

A haromszog kiils§ szogére vonatkoz6
tétel alapjan az 4llitds nyilvanvald.
(Lasd az 4brat!)

A feltételekbsl adéddéan CAD = 14°,
igy az ADC haromszog D-nél levd kiilsé
szogére nézve

TDA §=31°+ 14° =45°.
Kaptuk, hogy az ATD derékszogd ha-

romszog egyenl$ szdrd, tehat valéban
AT=TD.

%N

NN
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2558.

2559.

2560.

2561.

2562.

Mivel P, O, R és S a megfelelS oldalak
felezGpontjai, ezért az dbrdn azonosan
jelolt teriiletek megegyeznek, amibdl
adédik a feladat allitdsa.

Tegyiik fel, hogy a 1, =T,z t, =Ty c
€s t; = Ty, teriiletek adottak. (Ldsd az D
abrat!) Felirva a megfeleld teriileteket:
BM -m, BM -m Y 4
[l =, [2 =
2 2
DM -m DM -m,
=——T7—> =—"F7—" A
2 2 B
Vegyiik észre, hogy t,-t;=1,-1t,, igy
t4 = _tl t2 .
I3

7z

Az el6z6 feladat abréjat és jeloléseit haszndlva a feltétel:
Lh+t=t3+1, € t +1,=1,+1,.

Ezeket az egyenleteket kivonva egymdsbdl kapjuk, hogy t,—1t,=1,—1t, és t; —t;=

7z

= t, — t,, amib6l adddik, hogy t, =1, és t, = t;. Az el6z6 feladat kapcsan kaptuk, hogy
t, - t;=t, - t,, igy mindent Osszevetve t, =t, = t; = t,. Ez viszont azt jelenti, hogy az 4t-
16k felezik egymadst, tehét a négyszog paralelogramma.

Huzzunk az adott ponton keresztiil a ha-
romszog oldalaival parhuzamosokat.
Ezek hdrom szabdlyos hidromszogre és
harom paralelogrammadra bontjdk a ha-
romszoget. A pontbdl a csicsokba hu-
zott szakaszok és az oldalakra 4llitott
merGlegesek mindegyike ,megfelez”
egy paralelogrammat, illetve egy szaba-
lyos hdromszoget. Az 4abrdn azonosan
jelolt teriiletek tehat egyenlSek, ebbdl
pedig adddik a feladat éllitasa.

A téglalap elhelyezkedésére nézve két eset lehetséges.

1. eset: Ekkor a téglalap keriilete (14sd a 2562/1. abrat) 2(1 —a + a) = 2, azaz allando,
fiiggetleniil a P pont vélasztasatol.

2. eset: Ebben az esetben a téglalap keriilete Pitagorasz tétele alapjan (lasd a 2562/2. ab-
rat):

2aﬁ+2-%=2aﬁ+ﬁ-(1—a)=ﬁ(a+1).
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2563.

2564.

2565.

2566.

180

Lathaté, hogy pl. a =% esetén ez a kifejezés 2-nél nagyobb értéket vesz fel, viszont a

maximumdt nem veszi fel, hiszen a = 1 esetén nem kapunk téglalapot.

1-a
l-a\P l-a
1-a
2
a a
a
Y
1-a a
2562/1. dbra 2562/2. dbra

Legyen a hiromszog alapjdnak hossza
1. Ekkor a téglalap keriilete (1asd az ab-
rat):

4a +2(1 —2a)=2.
Kaptuk, hogy a téglalap keriilete 4llan-

. 2
do. “
N
a 1
——a
2

Minden haromszognek van legaldbb egy olyan szoge, amelynek nagysaga 60°-nal nem
kisebb, ugyanis ellenkezd esetben a haromszog belsé szogeinek 0sszege kisebb lenne

180°-ndl. Legyen a = 60°. Ekkor a mésik két szog szdmtani kdzepére nézve

180°2¢ _ gg0_ % < 9008 _ g0,
2 2 2
Kaptuk, hogy
1802_a =60°=a,

és ezzel az éllitast bebizonyitottuk.

Ha a, b és c jeloli a haromszog oldalainak hosszat, m, és m, pedig a megfelel6 magas-
sdgok, akkor a feltétel értelmében a=m, és b=m,. Ugyanakkor viszont m,=b és

m,=a barmely hdromszogben. Osszevetve az egyenlStlenségeket kapjuk, hogy
a=>b=m,=m,, azaz a hdromszog egyenld szart derékszogli hdromszog.

Lasd a 2097. feladatot! Az ottani dbra AF egyenese (és csak az) megfelel a feltételnek.
A mddszer konkdv négyszdgre is alkalmazhat6.
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2567.

2568.

2569.

2570.

Az ABFE téglalap teriiletének negyede a
BME héaromszog teriilete és az EFCD
téglalap teriiletének is negyede a DMF
haromszog teriilete. Ebb6l adéddéan a
vonalkazott teriilet negyede az ABCD E M F
téglalap teriiletének.

A B

Az abrardl leolvashato, hogy D c
CDE4=15°. 73" SsnE

a

a
S
60°
A a B

Ha a és b a két befog6 hossza, ¢ az dtfogd hossza, m, pedig az dtfogéhoz tartoz6é magas-
sdg hossza, akkor a feladat feltétele az a) esetben ¢ = 2m_, a b) esetben ¢ = 4m,.

a) A hiromszog egyenld szarui derékszogii haromszog.

b) Lasd a 2544. feladatot! A két hegyesszog nagysaga: 15°; 75°.

Ha a hdromszog szabdlyos, akkor beirt korének sugara harmada a magassdgnak (1asd pl.
a 2347. feladatot), igy 3m = 3 - (3r) = 9r, tehat fenndll a feladatbeli Osszefiiggés.

Az 4llitds megforditasdnak bizonyitdsahoz tegyiik fel, hogy m +m, +m_ = O9r.

El6bb belatjuk, hogy barmely pozitiv x és y esetén LR 2, és egyenldség pontosan
y X

akkor 4ll, ha x = y. Valéban

2 2 2
+y" -2 -
XY XAy 2y ()
y X xy xy

Jelolje T a haromszog teriiletét. Felhasznédlva a 2453. feladat teriiletképletét a feltételi
egyenlet

2T 2T 2T 2T
— e+ =—=9—
a b c a+b+c
alakban frhat6. Ebbdl ekvivalens atalakitdsokkal kapjuk, hogy

(a+b+c)(l+l+l)=9,
a b c

majd a bal oldalon elvégezve a szorzast addédik, hogy

a b b ¢ c a
—+—|+|—+—|+|—+—|=6.
(b aj (c b) [a cj

A bizonyitott egyenldség alapjan ez csak a = b = ¢ esetén teljesiilhet.
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2571. Ha a jeloli a négyzet oldalat, akkor 8 - 18 = ¢%, ahonnan a = 12. Egy lehetséges étdara-
bolds az 4bran lathato.

12 6 12
2572. A paralelogramma szerkesztésére nézve lasd a 2368/¢) feladatot!
Az atdarabolast két 1épésben hajtjuk végre.

1. A paralelogrammat atdaraboljuk egy olyan téglalapba, amelynek oldalai 5 cm és
6 cm hosszaak. (2572/1. dbra)

2. A kapott téglalapot a kivant hdromszoggé daraboljuk at a 2572/2. dbran lathaté moé-

don.
N
>
3
<, 5cm 5cm
6 cm 6 cm
2572/1. dbra 2572/2. dbra
2573. a) b)
4 cm
2cm 2 cm
2 cm 4 cm 2 cm
c) 3cm 3cm d) cm_ 3cm 2cm
1cm
— 2 cm
3cm
2 cm
L L L[] Jrem [ |
1cm 2 cm
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a
2574. a) b)
a a
a 3a
2a
a
a 3a 2a 2a
c) 5a
2
Sa
2
3a
2 a
BN
3a a
2 2
2575.
2a
a

2576. Azt kell csupdn megmutatnunk, hogy 6, 7 illetve 8 négyzetre felbonthaté az eredeti
négyzet, ugyanis ha k db négyzetre felbonthatd, akkor k + 3 darabra is a 2576/1. dbran
lathat6 helyettesitéssel.

A kivant felbontasok a 2576/2. abran lathatok.

2576/1. dbra 2576/2. dbra
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25717.

2578.

2579.

2580.

2581.

184

A feltételekbdl adéddan a négyzet teriilete 100-nél kisebb négyzetszam, és mivel a tég-
lalap oldalainak ardnya 1 : 4, ezért a négyzet teriiletének 4-gyel oszthaténak kell lennie.
Igy a négyzet oldala lehet: 2; 4; 6; 8. A keriiletekre vonatkozé feltételt figyelembe véve
a megfeleld téglalapok oldalai rendre: 1 és 4; 2 és 8; 3 és 12; 4 és 16.

Egy lehetséges megoldds az dbran lathat6.

» ~
1
1
1

Az 4llitas abbdl a ténybdl adddik, hogy a paralelogramma kézéppontosan szimmetrikus
az atlok metszéspontjara.

A feladat Iényegében megegyezik a 2096. feladattal, a megoldast 14sd ott.

Foglaljuk bele a hdromszdget az dbran

lathaté médon egy olyan téglalapba,

amelynek oldalai pairhuzamosak a koor- [ ”#

dinatatengelyekkel és csucsai egész ko- 75

ordinatdju pontok. A téglalapba az ere- \ 4 /

deti haromszogon kiviil olyan derék- \ //
2 /

szogl haromszogek vannak, amelyek
befogdi egész szdm hosszdak. (Ha az
eredeti hdromszog tompaszogd, akkor
el6fordulhat, hogy a derékszogli harom- } >
szdogeken kivill még egy egész oldal- -2 -1 123 4 54X
hosszd kisebb téglalap is fellép a fel-

bontasban.) Az eredeti hdromszog terii-

letét gy kapjuk meg, hogy a téglalap

tertiletébdl levonjuk a kimaradd derék-

szogl haromszogek teriiletének Ossze-

gét. Mivel a téglalap teriilete egész szdm

és a derékszogil haromszogek teriilete is

vagy egész szam, vagy egy egész szam

fele, ezért az eredeti haromszog teriilete

is egész szdm, vagy egy egész szam fe-

le.
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